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1. Introducción

Un problema común en computación es encontrar un patrón en un texto, siendo
el texto considerablemente más largo que el patrón. Dado que hoy en d́ıa la cantidad
de datos disponible como texto es enorme y crece con gran rapidez, este problema se
vuelve muy interesante; cada vez existen más aplicaciones que necesitan encontrar
información relevante en estos datos. La operación básica para obtener información
es la búsqueda de patrones, por lo que encontrar una solución eficiente se hace
extremadamente necesario.

Cuando el texto en donde buscar el patrón es grande una búsqueda secuencial es
ineficiente e inútil. La solución a este problema es construir algún tipo de estructura
de dato sobre el texto que funcione como ı́ndice y permita resolver las siguientes
consultas:

Encontrar el número de ocurrencias de un patrón en el texto.

Localizar tales ocurrencias en el texto.

Los ı́ndices clásicos que resuelven estas consultas, aunque son rápidos, tienen
la gran desventaja de ocupar bastante espacio (Tries, Suffix Tries, Suffix Trees y
Suffix Arrays). Debido a esto en el último tiempo se ha hecho un gran esfuerzo
en desarrollar ı́ndices que, aunque no sean tan rápidos, ocupan bastante menos
espacio. Los mejores ı́ndices comprimidos existentes hoy en d́ıa son los llamados
auto-́ındices comprimidos, debido a que ocupan espacio proporcional al texto, y
además reemplazan el texto, es decir, cualquier trozo del texto puede ser obtenido
directamente desde el ı́ndice sin utilizar el texto. Sin embargo, estos ı́ndices son
válidos siempre y cuando el texto sea estático. Si el texto cambia el ı́ndice deja ser
válido, por lo que se tendŕıa que reconstruir el ı́ndice completamente, lo cual es
extremadamente ineficiente. Esto complica su aplicabilidad en varios escenarios de
interés.

En la última década se han estudiado ı́ndices que manejan colecciones de texto
permitiendo insertar y eliminar textos [FM00, CHL04, CHLS07, MN08, GN08]. El
más reciente de ellos (Mäkinen y Navarro 2008; González y Navarro 2008) es el que
alcanza las mejores cotas para el espacio necesario y tiempo en responder consultas1.

1 Espacio: nHk + o(n log σ) para cualquier k ≤ α logσ n y 0 < α < 1.
Tiempo en contar patrones de largo m : O(m log n(1 + log σ

log logn )).
Cada ocurrencia puede ser encontrada en tiempo O(log2 n(1 + log logn

log σ )).
Exponer un contexto de largo ` de un texto toma tiempo O(log2 n(1+ log logn

log σ )+` log n(1+ log σ
log logn )).

Eliminar/insertar un texto toma O(log n(1 + log σ
log logn )) por śımbolo.

En donde σ es el tamaño del alfabeto, Hk es la entroṕıa de orden k y n es el largo total en caracteres
de la colección.
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Sin embargo, tales cotas son netamente teóricas, por lo que se hace interesante
implementar el ı́ndice para obtener resultados experimentales y una estructura
que permita construir aplicaciones prácticas. Es por esto que el trabajo de tesis
de maǵıster consistirá principalmente en su implementación. Para implementar el
ı́ndice se debe estudiar cómo llevar a la práctica las estructuras de datos teóricas
propuestas para construir el ı́ndice, lo que puede causar que las cotas teóricas para
espacio requerido y para los tiempos de las consultas encontradas no se cumplan.
Por tal motivo, uno de los principales desaf́ıos en el trabajo es lograr una mı́nima
diferencia entre las cotas teóricas y los resultados efectivos.

Otro problema que limita bastante la aplicabilidad de los ı́ndices comprimidos
estáticos es que necesitan construir un ı́ndice clásico no comprimido primero, lo
que podŕıa no caber en RAM. Un ı́ndice dinámico comprimido permite construir
fácilmente un ı́ndice estático comprimido sin necesitad de construir la solución no
comprimida. La forma de hacer esto es insertar en el ı́ndice dinámico todos los textos
uno a uno.

En resumen, el trabajo consiste en implementar un ı́ndice comprimido para
colecciones texto que permita insertar y eliminar secuencias a la colección con bajo
costo y sin alterar en gran medida el ı́ndice, permitiendo al ı́ndice mantener su
funcionalidad. Posteriormente el ı́ndice será utilizado para calcular la transformada
de Burrows-Wheeler [BW94] y para construir ı́ndices estáticos usando poco espacio.
Dependiendo del tiempo se estudiará también la posibilidad de usarlo para construir
un arreglo de sufijos [MM93,GBYS92] en memoria secundaria.

El trabajo tiene bastante interés en el área de la bioloǵıa computacional. Su
desarrollo permitirá mantener colecciones dinámicas comprimidas de secuencias de
nucleótidos o de aminoácidos y manejarlas en memoria principal para identificar
patrones, realizar búsquedas de similitud, etc. El ı́ndice a desarrollar permitirá
analizar secuencias moleculares en forma más eficiente y con mayor cantidad de
datos.
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2. Conceptos Básicos

2.1. Entroṕıa de orden cero

Sea S una secuencia de śımbolos pertenecientes a un alfabeto Σ = (c1, ..., cσ).
Sea nci la cantidad de ocurrencias del śımbolo ci en S y n = |S|. La entroṕıa de
orden 0 de la secuencia S se define como:

H0(S) =
σ∑
i=1

nci
n

log
n

nci

2.2. Entroṕıa de orden k

Sea S una secuencia de śımbolos pertenecientes a un alfabeto Σ = (c1, ..., cσ). La
entroṕıa de orden k de la secuencia S se define como:

Hk(S) =
∑
x∈Σk

nx
n
H0(S|x)

En donde nx es la cantidad de ocurrencias de la subsecuencia x en S y S|x
denota la concatenación de los śımbolos que aparecen inmediatamente antes de las
nx ocurrencias en S.

Nota: Es posible demostrar que 0 ≤ Hk ≤ Hk−1 ≤ ... ≤ H1 ≤ H0 ≤ log σ. Hk es
la cota inferior al número de bits necesitados para comprimir S usando un compresor
que codifica cada carácter considerando solamente el contexto de k caracteres que
lo suceden en S.

2.3. El problema de la secuencia dinámica

Dado un alfabeto Σ, el problema consiste en mantener una secuencia A =
a1...an, ai ∈ Σ que permita las siguientes operaciones:

read(A, i) retorna el śımbolo ai.

rankc(A, i) retorna el número de ocurrencias del śımbolo c en A[1, i].

selectc(A, i) retorna el ı́ndice de la i-ésima ocurrencia del śımbolo c.

insert(A, c, i) agrega el śımbolo c ∈ Σ entre ai−1 y ai.

delete(A, i) elimina ai de la secuencia.

En el caso especial en donde Σ = {0, 1} este problema también se denomina “el
problema del vector dinámico de bits”.
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2.4. El problema de la colección dinámica de textos

El problema consiste en mantener una colección dinámica C de textos
{T1, T2, ..., Tm} en donde cada Ti ∈ Σ+, permitiendo las siguientes operaciones:

count(C, P ) retorna el número de veces que el patrón P ocurre como una
subsecuencia en la colección.

locate(C, P ) retorna las posiciones de las ocurrencias de P en la colección.

substring(C, j, `, r) retorna Tj[`, r].

j = insert(C, T ) inserta el texto T en la colección, retornando un valor j que
permite identificar el texto en la colección (T = Tj).

delete(C, j) elimina Tj de la colección.
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2.5. Arreglos de sufijos

El arreglo de sufijos [MM93,GBYS92] de un texto T1,n es un arreglo A[1, n] que
contiene una permutación del intervalo [1, n], tal que TA[i],n < TA[i+1],n para todo
1 ≤ i < n, en donde “<” entre secuencias corresponde al orden lexicográfico.

2.6. La transformada de Burrows-Wheeler

La transformada de Burrows-Wheeler [BW94] (ahora en adelante BWT por sus
siglas en inglés) de un texto es una permutación de sus caracteres formada al recorrer
el arreglo de sufijos asociado al texto y concatenando el carácter que precede a cada
sufijo.

Formalmente, dado un texto T [1, n] y su arreglo de sufijos A[1, n], la BWT de
T , T bwt[1, n], es definida como T bwt[i] = T [A[i]− 1], excepto cuando A[i] = 1, donde
es T bwt[i] = T [n].

2.7. Wavelet trees

Un wavelet tree es una estructura de datos propuesta por Grossi, Gupta y Vitter
[GGV03] que permite encontrar las ocurrencias de un carácter en una secuencia. La
estructura se define como:

1. La ráız contiene un vector de bits en donde las posiciones en 1 marcan los
caracteres en la secuencia que descienden a la derecha. Esos caracteres son
concatenados para formar la secuencia que corresponde al hijo derecho de la
ráız.

2. Los caracteres en las posiciones marcadas en 0 en el vector de bit de la ráız,
forman la secuencia correspondiente al hijo izquierdo

3. Recursivamente se sigue el proceso hasta tener un sólo śımbolo del alfabeto.
Por lo tanto las hojas corresponden a śımbolos en el alfabeto.

Si el tamaño del alfabeto es σ, la altura del wavelet tree es a lo más log σ. Para
contar la cantidad de ocurrencias de un śımbolo en la secuencia, se requiere buscar
en el árbol la hoja que contiene al śımbolo, realizando rank en el vector de bits de
cada nodo, como muestra un ejemplo en la figura 1.

5



Figura 1: Un wavelet tree para la secuencia S = ’’araadl ll$ bbaar aaaa’’ que
muestra la solución a la consulta de ocurrencias del carácter a hasta la 16va posición.
Sólo los vectores de bits son almacenados.

2.8. Codificación (c, o)

Sea t ∈ N. Se dice que una secuencia de bits de tamaño t pertenece a una clase
c si tiene exactamente c bits en 1, para 0 ≤ c ≤ t. Para cada clase c existe una
tabla universal Gc de

(
t
c

)
entradas que contiene las

(
t
c

)
secuencias con c bits en 1.

Una secuencia de t bits puede ser codificada con el par (c, o), siendo c la clase de la
secuencia y o el ı́ndice en la tabla Gc. Por lo tanto un bloque de tamaño t de clase c
requiere sólamente de log(t+1)+log

(
t
c

)
bits. Notar que para decodificar un par (c, o)

se deben tener precalculadas todas las tablas Gc, las cuales suman O(
√
npolylog(n))

bits.
Esta codificación se usa para representar un bitmap B[1, n] en nH0(B) + o(n)

bits [RRS07]. Cuando se aplica a los bitmaps de un wavelet tree de una secuencia
S[1, n], se obtienen nH0 + o(n log σ) bits. Si S es la BWT de T [1, n], el espacio es
nHk(T ) + o(n log σ) bits, para k ≤ α logσ n, 0 ≤ α < 1 [MN07].
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3. Objetivos

El objetivo general de la tesis de maǵıster es implementar una estructura de datos
que resuelva el problema de la colección dinámica de textos para luego ocuparlo en
la construcción de la BWT y del ı́ndice estático en espacio comprimido.

Los objetivos espećıficos son:

Implementar una estructura para resolver el problema del vector dinámico de
bits.

Implementar una estructura comprimida para resolver el problema del vector
dinámico de bits.

Implementar una estructura comprimida para resolver el problema de la
secuencia dinámica de śımbolos.

Implementar un ı́ndice dinámico que resuelva el problema de la colección
dinámica de textos.

Construir la transformada de Burrows-Wheeler en espacio comprimido.

Ocupar el ı́ndice para construir el ı́ndice estático en espacio comprimido.
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4. Metodoloǵıa

Para la implementación del ı́ndice es necesario implementar previamente algunas
estructuras más básicas. La primera estructura a implementar es el bitmap dinámico
en forma plana (no comprimida). Luego se extenderá esta estructura para manejarla
en forma comprimida. Posteriormente se desarrollará una estructura para manejar
secuencias comprimidas de śımbolos que permita realizar operaciones de búsqueda,
acceso, inserción y eliminación de śımbolos con bajo costo en tiempo y en espacio.
Por lo tanto, la tesis consistirá en desarrollar los siguientes puntos:

1. Implementación de estructura para secuencias de bits dinámicas.

2. Implementación de estructura comprimida para secuencias de bits dinámicas,
mediante el uso de codificación (c, o) como representación f́ısica de los bloques
de bits.

3. Implementación de estructura comprimida para secuencias dinámicas de
śımbolos, mediante un wavelet tree de bitmaps comprimidos dinámicos

4. Utilizar la secuencia dinámica de śımbolos sobre la BWT de una colección de
textos y estructuras auxilares para implementar el ı́ndice comprimido dinámico
para la colección.

5. Ocupar el ı́ndice dinámico para construir la transformada de Burrows-Wheeler
en espacio comprimido.

6. Expandir la construcción anterior para obtener un ı́ndice estático en espacio
comprimido.

7. Pruebas experimentales y aplicaciones.

Dependiendo el tiempo se explorará la construcción de arreglos de sufijos en
memoria secundaria mediante el algoritmo de Gonnet et al. 1992 [GBYS92].
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5. Breve descripción de estructuras a implemen-

tar

5.1. Bitmaps dinámicos

El bitmap dinámico es una estructura que entrega una solución al problema del
vector dinámico de bits. Se basa en mantener un árbol balanceado en donde cada
nodo contiene el número de bits mantenidos por su subárbol y la cantidad de bits
en 1 en su subárbol.

La idea básica es dividir la secuencia de bits A en superbloques y bloques. Cada
superbloque S mantiene s = f(n) log n bits (f(n) = O(log n)) y corresponde a una
hoja en el árbol. A la vez, cada superbloque esta dividido en exactamente 2f(n)
bloques que mantienen en forma plana (no comprimida) t = (log n)/2 bits.

5.2. Sumas parciales dinámicas

La estructura que permite solucionar el problema de las sumas parciales
buscables dinámica es básicamente la misma estructura que el bitmap dinámico, pero
en donde cada bloque contiene t = (log n)/(2k) números. Los superbloques siguen
manteniendo el mismo tamaño por lo que contienen s = f(n)(log n)/k números.
Cada nodo contiene la cantidad de números de su subárbol y la suma de ellos.

5.3. Bitmaps comprimidos dinámicos

Un bitmap comprimido dinámico es esencialmente un bitmap dinámico en donde
las hojas no contienen la secuencia de bits en forma plana, sino que se comprime
usando algún tipo de codificación. Mäkinen y Navarro en 2008 proponen utilizar dos
diferentes codificaciones dependiendo de la naturaleza de la secuencia. Si los bits en
1 son poco densos, entonces conviene utilizar Gap Encoding, en el caso de que los
1’s sean densos ocupar Block Identifier Encoding (codificación (c, o)).

5.4. Secuencias comprimidas dinámicas

El caso del bitmap comprimido dinámico que utiliza Block Identifier Encoding
(o codificación (c, o)) puede ser extendido para mantener secuencias de śımbolos
sobre un alfabeto Σ. La diferencia está en que los nodos contienen el número de
ocurrencias de cada śımbolo en su subárbol y la codificación utiliza en las hojas
es la propuesta en [FMMN07] en donde se extiende la codificación para manejar
secuencias no binarias.
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5.5. Colecciones dinámicas de textos

Conceptualmente, se debe construir un arreglo de sufijos SA para los textos que
liste todos los sufijos de todos los textos en orden lexicográfico. SA[i] = (j, l) si
el sufijo Tj[`..] es el i-ésimo sufijo ordenado lexicográficamente. Para encontrar un
patrón P se determina el intervalo [x, y] tal que cada sufijo desde SA[x] hasta SA[y]
tiene a P como prefijo. Por lo tanto SA[x], SA[x+ 1], ..., SA[y] da todas las posiciones
de P en la colección.

Sin embargo, por restricciones de espacio no se puede almacenar SA (pues ocupa
O(n log n) bits). Por lo que, una mejor idea es utilizar un FM-index [FM00] para
representar SA impĺıcitamente. Debido a que el FM-index requiere de una función
count, se puede ocupar la estructura de la sección 5.4 sobre la transformada de
Burrows-Wheeler [BW94] de los textos.

La estructura anterior permite contar las ocurrencias de un patrón, pero no
permite obtenerlas. Para este propósito se requiere de una estructura adicional
MARK que permite obtener SA[x] para cualquier x en forma eficiente (ver estructura
en [CHL04]).
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