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UN INDICE COMPRIMIDO SIMPLE INDEPENDIENTE DEL
ALFABETO

Un indice de texto completo es una estructura construida sobre un texto que permite
la busqueda eficiente de cualquier subcadena en éste. Este trabajo se enmarca en el
contexto de los indices de texto que reemplazan el texto mismo, es decir, que no lo
necesitan para operar y que pueden reconstruir cualquier porcién del texto. El trabajo
consiste de la implementacion, generalizacién, y estudio experimental de la eficiencia en
cuanto al tiempo y espacio de un nuevo indice comprimido de texto completo llamado
Indice FM Huffman. La idea de esta estructura es mejorar el Indice FM, una estructura
basada en la transformacién de Burrows Wheeler, eliminando su dependencia del tamano
del alfabeto. Esto se logra comprimiendo el texto con Huffman y operandolo como un

texto binario.

Se implementaron los algoritmos necesarios para construir el indice sobre un texto y
para consultar las ocurrencias de un patron, extraer las posiciones de estas ocurrencias
y mostrar subcadenas del texto. Para los experimentos se consideraron tres archivos de
distinta naturaleza: texto en inglés, ADN y proteinas. Se obtuvieron medidas cuantita-
tivas del espacio ocupado por el indice al ser construido sobre estos tres archivos y se
compard su eficiencia en el tiempo con la de otros indices de texto completo existentes,
para los tres tipos de consulta mencionados. El Indice FM Huffman resulté ser el mas
eficiente para el conteo de ocurrencias y reporte de posiciones en el archivo de ADN, y

registrd tiempos competitivos para los demés archivos.

Se implement6 a su vez una versién méas general del indice, el FM Huffman k-ario,
el cual generaliza la compresion de Huffman para utilizar un alfabeto de salida de k
simbolos en vez de dos. La version de este indice con k = 4 mejord el tiempo y espacio
de la versién original en todos los experimentos, conviertiéndose en la mejor alternativa
para el conteo de ocurrencias para los tres archivos y en la mejor para el reporte de
posiciones para el archivo de ADN. Fue para este archivo, debido a su baja entropia de

orden cero, que ambas versiones del FM Huffman registraron su mejor desempeno.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Durante los tltimos anos hemos sido testigos de un réapido crecimiento en el niimero
de textos disponibles en formato digital. Enciclopedias completas y grandes bases de
datos con informacién de tipo biolégico, son ejemplos de recursos que han sido llevados
a un formato que permite que sean manejados por un computador. Las ventajas de
disponer de grandes documentos en formato digital radican en que éstos pueden ser
facilmente reproducidos, distribuidos o ponerse a disposicién de una gran cantidad de
personas, independiente de su ubicacion geografica, gracias a los avances de las redes
comunicacionales. Quizas la ventaja mas importante de contar con un documento en
formato digital es que se se pueden realizar buisquedas de informacién en el texto de
manera muy eficiente. Es por esto que el desarrollo de algoritmos eficientes para biisqueda

en texto ha cobrado mucha importancia en el ultimo tiempo.

El problema més comin en esta area es el de buscar un patrén en un texto. Como
respuesta al problema, generalmente nos interesa saber si el patrén estd o no en el
texto asi como también el lugar y contexto donde se encuentra. Los algoritmos mas
simples realizan una busqueda secuencial del patréon en el texto, por lo que el tiempo
que demoran es proporcional al tamano del texto. Sin embargo, cuando se trata de
buscar en grandes bases de datos, los algoritmos secuenciales no son lo suficientemente
eficientes. Por ejemplo, cuando queremos buscar una palabra en internet, podriamos
esperar mas de un dia antes de recibir una respuesta completa si es que realizaramos
una busqueda secuencial en todos los textos que hay en la red, incluso si los tuviéramos
todos en memoria RAM. En los casos en que el espacio de buisqueda es lo suficientemente
grande como para que una busqueda secuencial no sea suficientemente rapida, se procesa
el texto previamente a la busqueda, construyendo una estructura que permite realizar
busquedas en un tiempo que deja de ser proporcional al tamano del texto y que de hecho,

resulta ser mucho menor. Esta estructura recibe el nombre de indice.

Existen distintos tipos de indices segin las operaciones que permiten. Uno de los

indices més usados en el drea de recuperacion de textos es el indice invertido [13]. Este
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tipo de indice es adeacuado para lenguaje natural, y sélo recupera eficientemente pala-
bras o frases. En general su estructura consiste en una lista de palabras y las posiciones
del texto en que se encuentran. Por lo tanto, para saber si una palabra estd o no en un
texto, asi como también los lugares en que se encuentra, basta con mirar en el indice
la entrada asociada a esa palabra. Este indice ha resultado popular debido a sus ba-
jos requerimientos de espacio y velocidad de consulta. La mayoria de los buscadores de

internet ocupan una variacién de este indice.

En el ultimo tiempo ha cobrado importancia el uso de herramientas computacionales
para la busqueda de patrones en bases de datos que contienen textos con informacion
organizada de una manera distinta a los textos en espanol o inglés. Por ejemplo, en el
ambito de la biologia, las herramientas computacionales han contribuido a la extrac-
cién de informacién relevante a partir de secuencias de ADN de distintas especies. Una
secuencia de ADN es una concatenacién de caracteres en el conjunto {A4,C,G,T}. La
secuencia no contiene separaciones, es decir, no existe el concepto de palabras. Lo mismo
ocurre con las secuencias de proteinas y en general con todas las secuencias biologicas.
En estos casos, el indice invertido ya no resulta 1til, pues los patrones que se pretende
buscar no constituyen palabras en el texto, sino que una subcadena de una secuencia
de caracteres. Otro ambito en el cual se han desarrollado herramientas de bisqueda
eficientes es el de las bases de datos multimediales. Estas bases de datos contienen co-
dificaciones de archivos de misica, imagenes y video. Dentro de los archivos de musica,
existen por ejemplo las secuencias MIDI, las cuales son una concatenacion de caracteres
que representan notas y sus duraciones. Al igual que con las secuencias bioldgicas, en este
tipo de secuencias no existen separaciones, por lo que no se puede clasificar el texto en
palabras. Un ejemplo mas de este tipo de secuencias lo constituyen los textos en idiomas
orientales, como el japonés y el chino. Estos lenguajes contienen simbolos ideograficos
y, si bien pueden contener palabras, éstas no son reconocibles sintacticamente en el tex-
to, por lo que los buscadores en esos idiomas interpretan los textos como secuencias de
caracteres en un alfabeto muy grande. Otros ejemplos de textos que no se pueden, o
resulta dificil separar en palabras son los codigos fuentes de programas computacionales

y las series de tiempo.

Para este tipo de textos, se utilizan indices de texto completo, los cuales proveen un
acceso eficiente a todas las subcadenas del texto, por lo que permiten entonces buscar
un patron consistente de cualquier secuencia de caracteres sin que necesariamente estos
caracteres formen una palabra completa. Ejemplos de estos indices son los arboles de
sufijos [2, 3, 4] y los arreglos de sufijos [5]. Estos indices permiten encontrar cualquier
subcadena del texto rapidamente. Ademas, permiten operaciones mas complicadas que el

indice invertido, como por ejemplo realizar busquedas aproximadas o el descubrimiento
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de patrones. Sin embargo, el tamano de los indices de texto completo es bastante mayor
que el de los indices de palabra, llegando a ocupar de cuatro a veinte veces el espacio
que ocupa el texto. Por ejemplo, un indice de texto completo construido sobre un texto
de 200 Mb ocuparia 4 Gb de memoria.

Las investigaciones recientes se han concentrado en reducir los tamanos de los indices
de texto completo [11, 12, 8, 14, 18, 16]. En general, al reducir el espacio que ocupa el
indice, puede aumentar el tiempo de busqueda de patrones. Existe entonces un compro-
miso entre el tiempo de busqueda y el espacio utilizado. Existen en la actualidad varios
indices llamados comprimidos los cuales alcanzan buenos compromisos entre compleji-
dad de tiempo y espacio. Estos indices representan la informacién necesaria para realizar
bisquedas eficientes de manera que ocupen menos espacio que los arboles de sufijos y
arreglos de sufijos. La mayoria de estos indices son oportunisticos, pues ocupan menos
espacio cuando el texto es compresible. A su vez, estos indices son auto indices, ya
que contienen la informacién suficiente para reproducir el texto. Este tipo de indice no

necesita el texto para operar, y puede reemplazarlo.

Un ejemplo de este tipo de indices es el Indice FM de Ferragina y Manzini [8]. Este
auto indice ocupa en la practica el mismo espacio que el texto comprimido. De hecho,
el indice alcanza una tasa de compresién cercana a la de los mejores compresores. Sin
embargo, la complejidad espacial contiene una dependencia exponencial en el tamano
del alfabeto, lo que hace que en la préactica resulte imposible su implementacion y se
deba recurrir a heuristicas, aumentando el tiempo de buisqueda. Este es un ejemplo de

que en este tipo de problemas hay veces en que la teoria y la practica difieren.

El trabajo de esta memoria consiste en estudiar e implementar un nuevo indice
de texto completo, llamado FM Huffman, el cual pretende ser una mejora al [ndice
FM, eliminando su fuerte dependencia del tamano del alfabeto. Esta dependencia no
solo aparece en la complejidad espacial, sino que también en el tiempo necesario para
encontrar las posiciones de las ocurrencias y para mostrar subcadenas del texto. El
[ndice FM Huffman se basa en la idea del Indice FM, con la diferencia de que, antes
de construir el indice, comprime el texto para obtener una representacion reducida del
mismo, la cual resulta en un texto en alfabeto binario. Se construye entonces el indice

sobre la secuencia binaria.

Si bien ya existe un desarrollo teérico del Indice FM Huffman [1], este indice no habia
sido implementado. El objetivo de esta memoria es implementar este indice, estudiar
su eficiencia y compararlo en la préactica contra otros desarrollos [16, 18, 8, 22]. La
implementacién misma del indice resulta interesante pues nacen de ella desafios como

lograr construir el indice sin utilizar demasiado espacio durante la construccién, o idear
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implementaciones practicas y eficientes para soluciones tedricas que resultan inviables

de implementar.

Otro objetivo de este trabajo es implementar y estudiar la eficiencia de una ver-
sion mas general del Indice FM Huffman, llamado FM Huffman k-ario, el cual permite

comprimir el texto utilizando un alfabeto de salida de k simbolos en vez de dos.

El segundo capitulo de este documento describe los conceptos basicos necesarios
para la comprension del mismo. El tercer capitulo describe el trabajo relacionado con
el tema de esta memoria. En particular, se describen los demas indices involucrados
en las comparaciones realizadas. El cuarto capitulo describe la estructura y algoritmos
del Indice FM Huffman. En el quinto capitulo se describen algunas consideraciones con
respecto a la implementacién del indice. El capitulo niimero seis describe la estructura y
algoritmos del Indice FM Huffman k-ario. En el capitulo siete se presentan los resultados

obtenidos y su relevancia.

1.1. Trabajo realizado

El objetivo de este trabajo era implementar el Indice FM Huffman y comparar su
eficiencia en tiempo y espacio con otras alternativas existentes. Especificamente, la idea
era implementar algoritmos eficientes para construir el indice, atendiendo al espacio y
tiempo de construccion y obtener medidas cuantitativas del espacio que ocupa el indice
segun las caracteristicas del texto sobre el cual se construye. Adicionalmente, se requeria
implementar los algoritmos de consulta del indice y comparar su desempeno con los

algoritmos de consulta de los demas indices.

La implementacion del indice se dividié en varias partes. Primero se implementd la
construccién del indice, es decir, un programa que, dado un texto, lo procesa y escribe
en disco las estructuras que conforman el indice y que serviran luego para ejecutar las
consultas. Se consideraron tres tipos de consultas que el usuario puede realizar: conteo
de ocurrencias de un patrén en el texto, reporte de las posiciones de las ocurrencias y
muestra de texto alrededor de las ocurrencias. La primera etapa de la construccion del

indice incluy6 soélo las estructuras necesarias para las consultas del primer tipo.

Luego se implement6 un programa que lee desde el disco las estructuras de un indice
previamente construido y permite a un usuario ingresar patrones y obtener el niimero
de ocurrencias de ellos en el texto correspondiente utilizando la funcionalidad de conteo
de ocurrencias del indice. Posteriormente se agregd al programa de construccion del
indice la construccién de las estructuras necesarias para realizar los otros dos tipos de

consultas, vale decir, mostrar las posiciones de las ocurrencias y un texto alrededor de
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ellas. Se agregaron luego estas funcionalidades al programa de consultas.

Una vez que se obtuvo la implementacion completa del indice, se procedié a realizar
los experimentos de comparacién con otros indices. Estos indices fueron el Indice FM
8], el CSA [18], el Indice LZ [16] y el Indice RLFM [22]. Para los experimentos, se
construyeron estos indices sobre textos en inglés, secuencias de ADN y secuencias de
proteinas. Para los tres archivos se compararon los tiempos de conteo de ocurrencias en
funcién de los largos de los patrones para cada indice. Luego se construyeron cada uno
de los indices utilizando distintos pardametros para determinar el espacio que ocupan y
se midi6 el tiempo que demora cada uno en reportar las ocurrencias encontradas y en

mostrar caracteres alrededor de ellas, en funcién del espacio ocupado por el indice.

Luego se implemento el Indice FM Huffman k-ario, implementando primero las es-
tructuras y funciones necesarias para el conteo de ocurrencias y agregando mas tarde las
estructuras y funcionalidades para reporte de posiciones y muestra de texto. Se llevaron
a cabo luego los experimentos de conteo de ocurrencias, reporte de posiciones y muestra
de texto para la version con k = 4 de este indice, comparandolo asi con la version original

del Indice FM Huffman y con los demas indices.

1.2. Resultados obtenidos

Con respecto al espacio del Indice FM Huffman, se obtuvo que para contar las
ocurrencias en el texto en inglés, el indice ocupa 1.68 veces el texto. Es importante
mencionar que este espacio incluye a la representacion del texto. Recordemos que este
indice es un auto indice, es decir, no necesita el texto para operar. Para el archivo de
ADN el indice ocupa 0.76 veces el texto y para la secuencia de proteinas, 1.45. Compara-
do con los otros indices, el espacio ocupado por el FM Huffman resulté ser relativamente
mayor para el texto en inglés y proteinas, aunque para el archivo de ADN, el espacio

ocupado fue uno de los menores.

Con respecto al tiempo de conteo, el tiempo del FM Huffman se ve apenas superado
por el del Indice FM con los archivos de proteinas y texto en inglés, mientras que resulta

ser el mejor para el archivo de ADN.

A partir del experimento de reporte de posiciones, se obtuvo que con el archivo
de ADN, el Indice FM Huffman registra los menores tiempos con respecto a los otros
indices, para iguales espacios ocupados. Para los otros dos archivos, en cambio, el FM
Huffman se ve superado por el Indice FM y supera a los demaés indices pero ocupando

mayor espacio que ellos.

El experimento de muestra de caracteres revelo que el Indice FM Huffman aumenta
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considerablemente su espacio al incluir las estructuras necesarias para la muestra de
texto. El tiempo de muestra del primer cardcter fue menor para el Indice FM, con los
tres archivos, seguido por el FM Huffman para el archivo de ADN. Para los otros dos
archivos, al igual que para el reporte de posiciones, el FM Huffman registra tiempos

competitivos, pero ocupando mas espacio que los demas indices.

Los expermentos realizados con el Indice FM Huffman k-ario revelaron que con esta
version el tiempo se redujo con respecto a la versién original, reduciéndose a su vez el
espacio ocupado. Esta version del FM Huffman registré los mejores tiempos de conteo
para los tres archivos y el mejor tiempo de reporte de posiciones para el archivo de ADN.
Pese a no superar al Indice FM para el reporte de posiciones para los otros dos archivos
y para la muestra de un caracter de texto para los tres archivos, al reducir el espacio
y tiempo del FM Huffman binario, supera a los demés indices en un rango de espacios
menores que éste. Ademads, esta version registré muy buenos tiempos de muestra por
caracter, siendo el menor para el archivo de ADN y siguiendo muy de cerca al Indice

FM para el archivo de proteinas.

Luego de ver los resultados se puede decir que ambas versiones del Indice FM Huffman
se comportan mejor mientras mas pequena sea la entropia de orden cero del texto. En
el caso del archivo de ADN, ambas resultaron ser muy competitivas, superando ambas

a los demas indices para conteo de ocurrencias y reporte de posiciones.



Capitulo 2

CONCEPTOS BASICOS

El problema clasico de busqueda en texto es determinar las occ ocurrencias de un
patrén P = pipy...p, en un texto T' = tity ... t,. El texto y el patrén son secuencias
de caracteres sobre un alfabeto ¥ de tamano o. En la practica uno desea conocer las
posiciones en el texto de esas ocurrencias y también un contexto del texto a su alrededor.
Usualmente se consulta en varias ocasiones con patrones diferentes, por lo que vale la

pena preprocesar el texto para aumentar la velocidad de las busquedas.

El problema de indexacién de texto completo consiste en, dado un texto 7', construir
una estructura de datos (también llamada indice) que permite buscar las ocurrencias
de un patrén arbitrario P como una subcadena de T'. Este indice es llamado de tex-
to completo para enfatizar el hecho de que la operacion de busquedas de subcadenas
es mas poderosa que la bisqueda comun de una palabra, o de un prefijo de palabra,

funcionalidad entregada comunmente por los indices basados en palabras.

2.1.  Arbol de sufijos

Un tipo de indice de texto completo es el arbol de sufijos [2, 3, 4]. Un trie de sufijos
es una estructura que permite acceso a todos los sufijos de un texto. Las aristas del arbol
corresponden a caracteres del texto y para todos los sufijos del texto existe un camino
desde la raiz hasta una hoja que recorre los caracteres de ese sufijo. En cada una de
estas hojas se almacena la posicién del texto del sufijo correspondiente a ella. Un arbol
de sufijos es una representacion compacta del trie de sufijos donde todos los nodos hijos

Unicos se juntan con sus nodos padres.

Utilizando esta estructura, un patrén se puede buscar de la siguiente manera: se

recorre el arbol desde la raiz siguiendo los caracteres del patrén hasta que:

= No existe un camino por donde seguir. En este caso el patrén no aparece en el

texto.
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= Se llega a una hoja. Esto significa que se encontré un prefijo del patrén y este
prefijo es tnico en el texto. Se debe ir entonces a la posicién del texto que indica

la hoja y verificar la ocurrencia completa del patron.

= Se llega al final del patron antes de llegar a una hoja. En este caso todas las hojas
del subarbol cuya raiz es el nodo alcanzado son ocurrencias del patron. Se recorre

este subarbol y se reportan las ocurrencias.

Esta estructura permite alcanzar el tiempo éptimo de bisqueda, el cual es O(m+occ),
dado que cada caracter de P debe ser examinado y que las occ ocurrencias deben ser
reportadas. El espacio que ocupa esta estructura es mayor que el que ocupa el texto. En

general, ocupa O(nlogn) bits, cuando el texto ocupa O(nloga) .

La figura 2.1 muestra un ejemplo del arbol de sufijos construido sobre el texto “ala-
bar_a_la_alabarda”. Si quisiéramos, por ejemplo, buscar el patréon barde, comenzamos
recorriendo el arbol desde la raiz segin los caracteres y llegariamos a la hoja que alma-
cena el numero 16 sin que se haya terminado el patron. Entonces, debemos ir al texto
y verificar la ocurrencia completa del patrén. Como el patrén no es un prefijo del sufijo
que comienza en la posicion 16 del texto -difieren en la posicion 16-, concluimos que el
patrén no esta en el texto. Si buscamos el patrén la, se nos acabara el patrén antes de
llegar a una hoja. En este caso llegamos al nodo al cual llega la arista desde la raiz por la
cadena la. Todas las posiciones de las hojas de este subarbol corresponden a ocurrencias

de la, es decir, las posiciones 10, 2 y 14.

2.2. Arreglo de sufijos

Sea T'[1...n] =T[1|T[2]...T[n| un texto de largo n sobre un alfabeto ¥ de tamano
o. Para cada simbolo del alfabeto se asigna un nimero distinto en {1,2,...,0}. El orden
de los simbolos es definido por los nimeros. Se asume que T'[n + 1] = $ es un cardcter
terminador tnico cuyo ntimero es 0. Se llama a una subcadena T7[j...n] un sufijo de
T. El arreglo de sufijos SA[l...n] de T es un arreglo de enteros j que representa los
sufijos T[j . ..n]. Los enteros estdn ordenados seguin el orden lexicografico de los sufijos

correspondientes. El orden lexicografico de dos sufijos se define como:

Tli...n] <T[j...n] < T[] <Tl]6 (Tl =Ty yTli+1...n] <T[j+1...n])

! log significa log, en este documento
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l1 a _ a |l a b a 1t d a $

b a  _
4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

a | a
1 2 3

Fig. 2.1: Arbol de sufijos para el texto “alabar_a_la_alabarda”. Un cardcter especial $ se agrega
al final del texto para que sélo los nodos externos contengan la informacion de las
posiciones.

Como T[n + 1] = $ es unico, no existen dos sufijos con el mismo orden lexicogréfico.
Ademds, como T'[n + 1] es menor que cualquier otro caracter del alfabeto, siempre se

cumple que SA[0] = n + 1.

Visto de otra manera, un arreglo de sufijos no es mas que los niimeros almacenados
en las hojas del arbol de sufijos, de izquierda a derecha. Con esta estructura se pueden
simular busquedas sobre el arbol de sufijos, utilizando bisqueda binaria. Dado el arreglo
de sufijos, la busqueda de las ocurrencias del patron P = pips...p, es trivial. Las
ocurrencias forman un intervalo [sp, ep] en el arreglo A tal que los sufijos ¢ AftAp+1 -+ - oo
sp <1 < ep, contienen el patrén como prefijo. Este intervalo se puede encontrar usando
dos bisquedas binarias. El tiempo de biisqueda es O(m log n+occ) y el espacio O(n logn),
con una constante menor que la del arbol de sufijos. La figura 2.2 muestra el arreglo de
sufijos para el texto “alabar_a_la_alabarda”. Si queremos, por ejemplo, buscar el patréon
ar en el texto, buscamos con busqueda binaria la posicién del arreglo de sufijos que
apunta al primer sufijo que es lexicograficamente mayor o igual que ar. Esta buisqueda
daria como resultado la posicion 12, la cual apunta al sufijo que comienza en la posicion
5 del texto. Luego buscamos la posicion del arreglo de sufijos que apunta al tltimo sufijo
del texto que es lexicograficamente mayor o igual que ar y que comienza con ar. Esta

busqueda daria como resultado la posicion 13, que apunta al sufijo que comienza en la
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20118315 1 13 5 17 4 6 19 10 2 14 6 18
5 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Fig. 2.2: Arreglo de sufijos para el texto “alabar_a_la_alabarda”.

posicion 17 del texto. Entonces, el nimero de ocurrencias del patrén ar en el texto es

13 — 12+ 1 = 2 y las posiciones de las ocurrencias son 5y 17.

2.3.  La transformacion de Burrows-Wheeler (BW'T)

La transformacién de Burrows-Wheeler [6] transforma un texto 7' en una nueva
cadena (T%"') que contiene los mismos caracteres que T pero que usualmente es mas

facil de comprimir. La BW'T consiste de los siguientes tres pasos:

1. Concatenar un marcador especial $ al final de T, el cual es lexicograficamente

menor que cualquier otro caracter.

2. Formar una matriz conceptual M cuyas filas son las rotaciones ciclicas de la cadena

T'$, ordenadas lexicograficamente.

3. Construir el texto transformado L tomando la tGltima columna de M.

Notemos que cada columna de M, y por lo tanto también el texto transformado L,
es una permutacién de T'$. En particular, la primera columna, a la que llamaremos F,
es obtenida al ordenar lexicograficamente los caracteres de T'$. La figura 2.3 muestra un

ejemplo de aplicar la transformacién sobre el texto “mississippi”.

Cuando se ordenan las filas de M se ordenan esencialmente los sufijos de 7', debido a
la presencia del cardcter especial $. Por lo tanto, hay una fuerte relacién entre la matriz
M y el arreglo de sufijos construido sobre T' pues SA[i] = j si y sélo si la i-ésima fila
de M contiene la cadena t;t; ... $t; ... t;_1. T*" representa implicitamente al arreglo
de sufijos. La matriz M presenta otras propiedades. Para describirlas presentamos la

siguiente notacion:

» C denota un arreglo de largo o tal que C'[c] contiene el niimero total de ocurrencias

en el texto de los caracteres que son alfabéticamente menores que c.

» Occ(L,c,i) denota el nimero de ocurrencias del cardcter ¢ en al prefijo L[1,7].

Por ejemplo en la figura 2.3 tenemos C[s] = 8 y Occ(L,s,10) = 4. Las siguientes

propiedades se han demostrado en [6]:
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F L
mississippi}$ $mississippi
ississippi$m i $mississipp
ssissippi$mi i ppi¥missis s
sissippi$mi s i ssippi$mis s
issippi$miss i ssissippil$m
ssippi$miss i mississippi $
sippi$Smissis pi¥$mississiop
ippi¥$mississ ppi$mississ i
ppidfmississi s ippi¥missis
pi$mississip s issippi$mi s
i$mississipp s sippi$miss i
$mississippi s sissippi$mi

Fig. 2.3: Ejemplo de la transformacion de Burrows Wheeler para la cadena “mississippi”. Las
filas de la matriz de la derecha estdn ordenadas lexicograficamente. La salida de la
BWT es la columna L, en este caso la cadena “ipssm$pissii”.

1. Dada la i-ésima fila de M, su tltimo cardcter L[i| precede a su primer cardcter

Fi] en el texto original T'.

2. Se define LF (i) = C[L[i]] + Occ(L, L]i],i). LF es el mapeo de los caracteres de la
ultima columna a los de la primera, es decir, L[i] estd ubicado en F' en la posicién
LF (7). Por ejemplo en la figura 2.3 tenemos LF(10) = C[s] + Occ(L,s,10) =12y
de hecho L[10] y F[LF(1)] = F[12] corresponden ambos al primer cardcter s en la

cadena mississipi.

3. Si T[k] es el i-ésimo cardcter de L entonces T'[k — 1] = L[LF(i)]. Por ejemplo en
la figura 2.3 tenemos que T3] = s el el décimo cardcter de L y tenemos T'[2] =
L[LF(10)] = L[12] =i.

La tltima propiedad hace posible que se pueda reconstruir 7' a partir de 7°“.
Inicialmente ¢ = 1 y T'n] =L[1] (pues la primera fila de M es $T'). Luego, pa-
ra k = n,...,2 asignamos Tk — 1] = L[LF(i)] y i« = LF(i). Por ejemplo,
para reconstruir el texto 7' = mississippt de la figura 2.3 comenzamos asig-
nando T[11] = L[1] = 4. En la primera iteracién (kK = 11,7 = 1) obtenemos
T[10] = L[LF(1)] = L[C[i] + Occ(L,i,1)] = L[2] = p. En la segunda iteracién
(k = 10,i = LF(1) = 2) obtenemos T'[9] = L[LF(2)] = L[C|p] + Occ(L,p,2)] =

L[7] = p, y asi sucesivamente.

2.4. FEntropia de un texto

La entropia H de un texto es una medida de la aleatoriedad de sus caracteres. Sea

T[1...n]una cadena de caracteres sobre el alfabeto ¥ = {a1, ..., a4}, y sea n; el nimero
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de ocurrencias del simbolo «; en T'. La entropia empirica de orden cero de la cadena T’

se define como?:

El valor nHy(T') representa el tamano de la salida de un compresor ideal que utiliza
— log (%) bits para codificar el simbolo «;. Esta es la maxima compresion alcanzable
si se utiliza un cédigo unicamente decodificable en el cual una palabra de cédigo fija
es asignada a cada simbolo del alfabeto. Se puede lograr mayor compresién si el codigo
utilizado para cada simbolo depende de los k simbolos que lo preceden. Para cualquier
cadena w € X* de largo k vy a; € &, Nya, denota el numero de ocurrencias en 7' de la
cadena w seguida de «;, es decir, el nimero de ocurrencias de la cadena wa; en T'. Sea

Ny = Y ; Ma,- El valor:

1 i Nwa, Naay
Hk(T):—ﬁ nw<; - log<nw ))
se llama la entropia empirica de orden k de la cadena T'. El valor nH(T') representa
una cota inferior para el tamano de la salida de cualquier codificador tinicamente de-
codificable que utiliza para cada simbolo un cédigo que depende solamente del mismo
simbolo y de los k£ simbolos vistos mas recientemente. Para cualquier cadena T'y k£ > 0,
se cuample Hi(T') > Hy1(T). Entonces, la entropia constituye una medida de una cota

inferior para comprimir el texto.

2.5. Codificacion de Huffman

La codificacién de Huffman [23] es una técnica de compresién de datos que trans-
forma cada simbolo de la codificacién original en otro de largo variable, removiendo la
redundancia. Generalmente todos los simbolos de la codificacién original ocupan el mis-
mo espacio. Por ejemplo, si se trata de un texto de caracteres, cada caracter en el texto
se codifica con un byte, es decir, 8 bits. Sin embargo, no todos los caracteres aparecen la
misma cantidad de veces en el texto. La idea de la codificacién de Huffman es asignar a
los caracteres de mayor probabilidad o frecuencia simbolos maés cortos, y a los de menor
frecuencia simbolos mas largos. Asi, se logra una codificacién del texto completo que

ocupa menos espacio que la codificacion original.

2 Se asume que 0log0 = 0.
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El primer paso de esta codificacién es crear una serie de reducciones del cédigo
original ordenando las probabilidades de los simbolos en consideraciéon y combinando
los dos simbolos de menor probabilidad en un sélo simbolo que los reemplaza en la
siguiente reduccién y cuya probabilidad es la suma de las probabilidades de los cédigos
combinados. Este proceso se repite hasta que se reduce la representacion original a dos

simbolos.

La figura 2.4 muestra este proceso para una codificacién binaria. A la izquierda, un
hipotético conjunto de simbolos y sus probabilidades se ordenan de arriba hacia abajo
decrecientemente segun el valor de sus probabilidades. Para formar la primera reduccién,
las dos probabilidades de mas abajo, 0,06 y 0,04, se combinan para formar un “simbolo
compuesto” con probabilidad 0,1. Este simbolo compuesto y su correspondiente probabi-
lidad se ubican en la columna de la reduccion niimero 1 de modo que las probabilidades
de esa columna queden asimismo ordenadas de arriba hacia abajo en forma decrecien-
te de probabilidad. Esto se repite hasta que en la tultima columna tenemos sélo dos

simbolos.

El segundo paso en el procedimiento de Huffman es codificar cada simbolo reducido,
empezando con los dos simbolos resultantes del paso anterior y yendo hacia atras hasta
los simbolos originales. Si se trata de una codificaciéon binaria, a cada uno de estos
simbolos se le asigna un 1 o un 0. Cuando un simbolo es una combinacién de otros dos,
se separa en los simbolos combinados y se le asigna a cada uno el prefijo de codificacion
del combinado y un 1 o un 0 se agregan al final para distinguir el uno del otro. Esta
operacién se repite para cada simbolo reducido hasta que se alcanza la codificacion

original.

La figura 2.5 muestra este proceso. Inicialmente se asignan los codigos 0 y 1 a los
simbolos compuestos de la parte de la derecha de la tabla. Esta asignacion es arbitraria,
si se asignaran los codigos al revés, la codificacion seria equivalente. Como el simbolo
reducido que tiene probabilidad 0,6 fue generado al combinar dos simbolos en la columna
de su izquierda, el 0 de su codigo es utilizado para codificar ambos simbolos, y un 0 y
un 1 son concatenados arbitrariamente a cada uno para distinguirlos el uno del otro.
Asi, los simbolos transitorios de la columna 3 quedan con cédigos 00 y 01. Se repite esto
hasta llegar a los simbolos originales. Los codigos finales para cada simbolo aparecen a

la izquierda de la tabla.

Se puede observar que el proceso de codificacién de Huffman construye un arbol
binario cuyas hojas son los simbolo originales y cuyos nodos internos corresponden a
los simbolos compuestos. El camino desde la raiz a una hoja determina el codigo de

Huffman para el simbolo correspondiente a esa hoja. Esto se puede ver en la figura 2.5.
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Cédigo original Reduccion
Simbolo Probabilidad 1 2 3 4

s 0,4 0,4 0,4 0,4 — 0,6
ag 0,3 0,3 0,3 0,3 — 0,4
a; 0,1 0,1 —-02—- —03—
ay 0,1 0,1 — 0,1 —
as 0,06 — — 0,1 —
as 0,04 —

Fig. 2.4: Reducciones del codigo original. Los simbolos que tienen flechas a su derecha son los
que se componen en el simbolo de la siguiente columna que tiene una flecha a su

izquierda.
Cédigo original Reduccién
Simbolo Probabilidad Cédigo 1 2 3 4
a2 0,4 1 0,41 0,41 041 «+060
ag 0,3 00 0,3 00 0,3 00 0,3 00— 041
aq 0,1 011 0,1 011 «— 0,2 010+ «— 0,3 01—
a4 0,1 0100 0,1 0100~ 0,1 011«
as 0,06 01010~ « 0,1 0101«
as 0,04 01011«

Fig. 2.5: Procedimiento de asignacién de codigos. Los simbolos que tienen flechas a su izquierda
son los que se descomponen en los simbolo de la columna anterior que tienen flechas
a su izquierda.

Los simbolos de la columna 4 son los hijos directos de la raiz del arbol. Cada par de
simbolos resultantes de descomponer un simbolo de la siguiente columna constituye los

hijos del simbolo descompuesto.

El procedimiento de Huffman crea un cédigo 6ptimo para un conjunto de simbolos y
probabilidades sujeto a la restriccion que los simbolos son codificados de a uno. Una vez
que el codigo ha sido creado, la codificacion y decodificacién se realiza utilizando una
simple tabla de referencia con los cédigos de cada simbolo. El cédigo resultante es un
codigo de bloque, pues cada simbolo original se mapea a una secuencia fija de simbolos
de codificacién. Es instantdneo, pues cada palabra del c6digo en una cadena de simbolos
puede ser decodificada sin hacer referencia a los siguientes simbolos. Es udnicamente
decodificable pues cualquier cadena de simbolos de la codificacion puede ser decodificada
de una sola manera. Para el cddigo de la figura 2.5, una lectura de izquierda a derecha
de la cadena codificada 010100111100 revela que el primer cédigo véalido es 01010, el
cual corresponde al simbolo as. El siguiente codigo valido es 011, el cual corresponde
al simbolo a;. Continuando de esta manera se decodifica el mensaje completo, el cual

resulta ser azaiasasag.

El largo promedio de los simbolos de codificacién de Huffman es muy cercano a la
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entropia del texto. El largo del texto comprimido serd menor que (Hy + 1)n, donde H
es la entropia de orden cero del texto y n su largo. En el caso del cédigo de la figura 2.5,

el largo promedio del cédigo es:

Lprom =04x14+03x2+0,1x34+0,1x4+0,06x5+0,04x5

Lyom = 2,2 bits/simbolo, mientras que la entropia de orden cero del texto es 2,14.

La codificacién de Huffman puede usar dos simbolos para asignar los cédigos, como
se mostro en el ejemplo, o mas de dos simbolos. En general, una codificacién que uti-
liza k simbolos se denomina una codificacién Huffman k-aria. En este caso el alfabeto
{0,1,...,k—1} es utilizado para codificar los simbolos originales. En cada reduccion, se
toman los k simbolos de menor frecuencia y se juntan en un nuevo simbolo. El arbol de
Huffman resultante es un arbol k-ario. Para que este arbol sea 6éptimo, la raiz debe tener
k hijos. Esto no siempre ocurre si es que se toman k simbolos en cada reduccién. Para
solucionar esto, en la primera reduccién se toma un niimero de simbolos que asegure que

la raiz tendra k hijos.

Sea k' el nimero de simbolos que se toman en la primera reduccion y o el niimero total
de simbolos. Suponemos que ¢ > k. En total debemos reducir o simbolos. Si en la primera
reduccion tomamos k&’ simbolos para formar un simbolo compuesto, hemos reducido el
numero total de simbolos en k' —1. Luego, hacemos un ntimero u de reducciones tomando
k simbolos, lo que implica que el se tienen u(k—1) simbolos menos. En la tltima reduccién

tomamos k simbolos, restando k simbolos al total. Entonces, se debe cumplir:

F—-14+uk-1)+k=0

es decir,

c—k=ulk—1)+k -1

y por lo tanto,

K'=1+((c —k) mod (k—1))

Esto se cumple si es que ((¢ — k) mod (k — 1)) es distinto de cero. Cuando ((o — k)
mod (k — 1)) = 0, ¥ = k. Tomando k" simbolos en la primera reduccién, el arbol de

Huffman resulta éptimo.
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2.6. Funciones Rank y SelectNext

Las funciones Rank y SelectNext son funciones que se calculan sobre arreglos de bits
y que se utilizan en la implementacién del Indice FM Huffman, asi como también en
otras implementaciones. Dada una secuencia de bits B[l...n], rank(B,1) es el nimero
de 1's en B[l...1]. Se define rank(B,0) = 0. La funcién inversa de rank, select(B, j),
entrega la posicién del j-ésimo bit encendido en B. Ambas funciones se pueden calcular
en tiempo constante utilizando estructuras de datos que almacenan cierta informacion
sobre los arreglos de bits sobre los cuales aplicamos las funciones, las cuales ocupan
o(n) bits, donde n es el tamano de los arreglos [24]. En esta seccién describimos estas
estructuras y la manera en que nos permiten calcular estas funciones. Para el Indice FM
Huffman en vez de utilizar la funcion select se utiliza una versiéon mas simple llamada

selectnext, cuya implementacion resulta mas practica que la de select.

2.6.1. La funcion Rank

Sea B el arreglo de bits de largo n sobre la cual queremos calcular rank. La estructura
que permite calcular esta funcién en tiempo constante consiste de tres arreglos que
almacenan la cantidad de unos en algunas partes del arreglo completo. Asi, el calculo de

rank para cualquier posicion de B se calcula sumando los valores de estos tres arreglos.

Se divide el arreglo B en bloques de largo b = [log(n)/2]. A su vez, bloques conse-

cutivos se agrupan en superbloques de largo s = b[logn].

El arreglo R, almacena, para cada superbloque, el nimero de bits encendidos hasta
antes del comienzo del superbloque. Es decir, para cada superbloque j,j = 0...|n/s],
Rs[j] = rank(B,j - s). El arreglo R, necesita en total O(nlogn) pues cada entrada

necesita logn bits y se tienen n/s = O(n/log? n) entradas.

El arreglo R, almacena, para cada bloque, el niimero de bits encendidos en el su-
perbloque en el que estda contenido hasta antes del comienzo del bloque. Es decir,
para cada bloque k contenido en el superbloque j = k div [logn]|, & = 0...|n/b],
Rblk] = rank(B, k - b) — rank(B,j - s). El arreglo Ry, necesita O(nloglogn/logn) bits
pues cada entrada necesita O(loglogn) bits, dado que representa el nimero de bits en-

cendidos en un superbloque de largo O(log®n), y en total hay n/b = O(nlogn) bloques.

Por ultimo, el arreglo Rp almacena, para cada posible cadena de bits S de largo
b, y para cada posicion ¢ dentro de S, el nimero de bits encendidos en S hasta 1.
Es decir, R,[S,i] = rank(S,i). Este arreglo bidimensional necesita O(2° - b - logb) =
O(y/nlognloglogn) bits.
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La estructura completa necesita O(n/logn+ nloglogn/logn+/nlognloglogn) =

o(n) bits. La funcién rank se calcula entonces como:

rank(B,i) = Rs[i div s] + Ry[i div b] + R,[B[(i div b) -b+1...(i div b) - b+ b],i mod b]

2.6.2. La funcion SelectNext

La funciéon select también puede ser implementada en tiempo constante utilizando
o(n) bits adicionales [24]. Sin embargo, es mas complicada de implementar y menos

practica que rank.

Para el Indice FM Huffman se utiliza una versién mds simple y practica de select,
la cual esta restringida a encontrar el siguiente bit encendido en B partiendo de cierta
posicién. Dada una secuencia de bits B, de largo n, selectnext(B, j) es la posicién del

primer bit encendido en B[j...n], y n+ 1 si es que no existe tal posicién.

Al igual que para el calculo de rank, se divide B en bloques y superbloques de largo

b v s, respectivamente.

El arreglo N, almacena, para cada superbloque, la posicion del primer bit encendido
a partir del comienzo del superbloque. Es decir, para cada superbloque 7,7 =1...[n/s],
Ng[j] = selectnext(B,j-s+1). El arreglo N, necesita en total O(n/logn) bits dado que

cada entrada necesita O(logn) bits.

El arreglo N, almacena, para cada bloque k£ contenido en el superbloque
j=kdiv |logn]|, k=1...|n/b], la posicién del primer bit encendido en el superbloque
7 a partir del comienzo de ese bloque, relativa al superbloque, o s+1 si es que esa posicion
no existe. Es decir N,[k] = selectnext(Blj-s+1...(j+1)-s],k-b—j-s+1). El arreglo
N, necesita en total O(nloglogn/logn) bits pues cada entrada necesita O(loglogn), ya

que representa una posicion dentro de un superbloque de largo O(log2 n).

Por tltimo, al igual que para la funciéon rank, se construye un arreglo bidimensional
que almacena, para cada posible cadena de bits S de largo b, y para cada posicién ¢ dentro
de ella, la posicion del primer bit encendido en S a partir de i, o b+ 1 si tal posiciéon
no existe. Es decir, N,[S,i] = selectnext(S,1). Este arreglo necesita O(2" - b - logb) =
O(y/nlognloglogn) bits.

Tal como antes, la estructura completa ocupa o(n) bits. Con ella se puede calcular

selectnext(B, i) en tiempo O(1) de la siguiente manera:

1. Se calcula i, = (¢ div b) - b y luego pos = Ny[Bli + 1...4 + b],i — i, + 1]. Si
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pos < b, entonces hay un bit encendido en Bli...i, + b — 1] y simplemente se

retorna %, + pos.

De otra manera, selectnext(B,i) = selectnext(B,i, + b), por lo que tenemos
que encontrar la respuesta correspondiente al siguiente bloque. Se calulca pos =

Ny[(i div b) + 1]. Si pos < s, entonces se retorna ((i, + b) div s) - s + pos).

De otra manera, hay sélo ceros en Bli...is + s — 1], donde iy = (i div s) - s, por

lo que selectnext(B, 1) = selectnext(B,is + s). Se retorna Ng[i div s + 1].



Capitulo 3

TRABAJO RELACIONADO

A continuacién se describe el trabajo existente en el area de indices de texto completo
que es relevante para esta memoria. En lo que sigue, n es el nimero de caracteres de un

texto T sobre un alfabeto Y de tamaiio o.

3.1. Indice FM

El Indice FM [7, 8] es una estructura de datos que explota la relacién entre el arreglo
de sufijos [5] y el algoritmo de transformacién de Burrows Wheeler [6]. Esta estructura
ocupa 5nHy(T) + o(n) bits de espacio, donde Hy(T') la entropia de orden k—ésimo de
T, y es capaz de contar las occ ocurrencias de un patrén P de largo m en tiempo O(m)
y de reportar sus posiciones en tiempo O(occ log! ™ n), donde € > 0 es una constante
arbitraria elegida al momento de construir la estructura. El tiempo que toma mostrar
una subcadena de largo L del texto es O(L + log'™“n). Dado que la entropia empirica
Hi(T) es alo mas log o, en el peor caso esta estructura ocupa ©(n) bits. Sin embargo, si
el texto T es compresible, la estructura puede alcanzar espacio o(n). Estas complejidades

son validas mientras el tamano del alfabeto o sea constante.

La idea principal de este indice es agregar informacién adicional al texto comprimido,
obtenido utilizando la transformacién de Burrows Wheeler, para convertirlo en un indice

de texto completo que permite la bisqueda de patrones arbitrarios eficientemente.

3.1.1. Compresion basada en la transformacion Burrows Wheeler

La salida de la BWT (ver seccién 2.3) es la tultima columna L de la matriz M
(L = bwt(T)). La BWT no es un algoritmo de compresién por si mismo pues L sélo es
una permutacién de T'$. Sin embargo, si T cumple ciertas regularidades, L contara con

secuencias de caracteres idénticos, lo que resulta ser altamente compresible.
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Varios algoritmos de compresion se basan en la BWT'. En este indice se utiliza un

algoritmo llamado BW _RLX [10], el cual procesa el string L de la siguiente manera:

1. Se utiliza un codificador “move-to-front”[26] (mover al frente, abreviado mtf),
para codificar cada caracter de L con el nimero de caracteres distintos vistos
desde su ocurrencia previa. El codificador mantiene una lista, llamada la lista-
MTF, inicializada con todos los caracteres de ¥ en orden alfabético. Al procesar
un nuevo caracter, se agrega a la salida del codificador la posicién del caracter
y éste se mueve al principio de la lista. En cada instante, la lista estd ordenada
desde el caracter visto mas recientemente al que no ha sido visto hace mas pasos.
El resultado resultante es la cadena L™/ = mtf(L), la cual es definida sobre el
alfabeto {0,1,2,...,0 — 1}.

2. Se codifica cada secuencia de ceros en L™/ usando un codificador “run-length”
(abreviado rle). Esto consiste en reemplazar cada secuencia 0™ con el nimero (m+
1) escrito en binario, con el primer bit como el de menor significancia y descartando
el bit de mayor significancia. Para esta codificacion se utilizan dos nuevos simbolos
0y 1. L = rle(L™/) se define sobre el alfabeto {0,1,1,2,...,0 —1}.

3. Se comprime L™ por medio de un cédigo de prefijo de largo variable (abreviado
PC), definido de la siguiente manera: los simbolos 0 y 1 son codificados usando dos
bits (10 para 0, 11 para 1). Parai =1,2,...,0 — 1, el simbolo 7 se codifica usando
1 + 2|log(i + 1)] bits: |log(i + 1)]| 0’s seguidos por la representacién binaria de
i+ 1, la cual utiliza 1 + |log(i + 1)] bits. La cadena PC(L"¢), la cual es la salida
del algoritmo BW _RLX, esté definida sobre el alfabeto {0, 1}.

3.1.2. Contando el niumero de ocurrencias

El algoritmo para contar las ocurrencias de un patréon P en el texto consta de dos
componentes basicas: la cadena Z = BW _RLX y una estructura auxiliar para el calculo
en tiempo constante del valor de Occ(L, ¢, ¢) definido como el nimero de ocurrencias del

caracter ¢ en L hasta la posicién q.

En la busqueda se utilizan dos propiedades de la matriz M correspondiente a la
BWT: (i) todos los sufijos de T' que tienen a P como prefijo ocupan un conjunto contiguo
de filas de M y (ii) este conjunto de filas comienza con la fila Flirst y termina con la
fila Last, donde First es la posicion lexicografica de P en el conjunto ordenado de filas

de M. El valor (Last — First + 1) es el numero total de ocurrencias del patrén.
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La recuperacién de las filas Flirst y Last funciona en m fases, numeradas desde m
hasta 1. En la fase i-ésima el pardmetro Flirst apunta a la primera fila de M que tiene a
Pli,m] como prefijo y el pardmetro Last apunta a la ultima fila de M que tiene a P[i, m]
como prefijo. En la ltima fase, Fiirst y Last delimitaran las filas de M que contienen
todos los sufijos del texto que tienen a P como prefijo. La figura 3.1 muestra el algoritmo

de conteo de ocurrencias en pseudocodigo.

Algoritmo get_rows(P[1,m])

1 1 «— m, First — 1, Last «<— n

2. while (Fiirst < Last and i > 1) do

3 ¢ « PJi

4. First — Clc] + Oce(L, ¢, First — 1) + 1

5. Last « C[c] + Oce(L, ¢, Last)

6 1—1—1

7. if Last < First then return “No hay filas con prefijo P[1,m]”
8.  else return (First, Last)

Fig. 3.1: Pseudocddigo del algoritmo que encuentra las filas de M que tienen a P = p1...ppm
como prefijo de T'. C[c] es el nimero de caracteres que son lexicograficamente menores
que ¢y Occ(L, c,q) es el nimero de ocurrencias del caracter en L[1, g|.

El tiempo que demora get_rows esta determinado principalmente por el tiempo que
toma realizar 2m computaciones de la funciéon Oce. La funcién Oce(L, ¢, q) puede calcu-
larse en tiempo O(1), por lo que la bisqueda se realiza en tiempo O(m). La estructura
auxiliar que permite esto se llamard Opp(T), y se basa en la idea de particionar L
en subcadenas de ¢ = O(logn) caracteres!, llamados buckets, que se denotan como
BL; = L[(i — 1){ + 1,il], para i = 1,...,n/{. Esta particiéon induce a una particién
de L™ en n/l buckets BLT™ ... ,Ban;g , también de tamano ¢. Para explicar cémo
calcular Occ(L, ¢, q) supondremos que cada corrida de ceros en L™/ esta contenida en

un sélo bucket®. Bajo esta suposicién, los buckets Bletf inducen a una particién del

archivo comprimido Z en n/{ buckets comprimidos de largo variable BZ,, ..., BZ,,

definidos como BZ; = PC(rle(BL™)).

El calculo de Occ(L, ¢, q) se basa en una descomposicion de L1, ] en tres subcadenas

definidas como:

1. el prefijo mds largo de L[1, q] que tiene largo multiplo de £2.

2. el prefijo mas largo del sufijo restante que tiene largo multiplo de ¢.

I Por simplicidad se supone que n es un miltiplo de ¢2.
2 El caso general en el cual una secuencia de ceros puede cubrir varios buckets se discute en [9].
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3. el sufijo restante de L[1,q] que es un prefijo del bucket BL;, donde i = [q//].

Nétese que BL; es el bucket que contiene al caracter L|q].

Se calcula Occ(L, ¢, q) sumando el nimero de ocurrencias de ¢ en cada uno de estas
tres subcadenas. El calculo del nimero de ocurrencias de ¢ en cada subcadena puede
hacerse en tiempo constante utilizando estructuras auxiliares consistentes en arreglos con
valores precalculados. Si Z es la salida del algoritmso BW_RLX con entrada T'[1, n], el
valor Occ(L, ¢, q) puede ser calculado en tiempo O(1) utilizando | Z|4+O(nloglogn/logn)
bits de espacio. Por lo tanto, el algoritmo get_rows calcula el nimero de ocurrencias
de P[1,m] en T'[1,n] en tiempo O(m) utilizando un espacio acotado por 5nHg(T") +
O(nloglogn/logn) bits, para cualquier k& > 0.

El analisis de tiempo para este indice supone que el tamano del alfabeto es constan-
te. Algunos de los arreglos auxiliares que componen Opp(T) dependen del tamano del
alfabeto. Si se deja de lado esta suposicion, el espacio requerido por el indice completo es

5nHy(T) + O((olog o) +loglog n) i + nYo?*1), donde 0 < v < 1. El tiempo requerido

para la busqueda se mantiene igual.

3.1.3. Encontrando las posiciones de las ocurrencias

Suponiendo que ya se tiene el rango (F'irst, Last) de las filas de la matriz M que
tienen a P como prefijo, el problema ahora consiste en recuperar las posiciones en 7" de
las (Last — First 4+ 1) ocurrencias del patrén. Es decir, para cada i = First, Fiirst +
1,..., Last queremos encontrar la posicién Pos(i) en T del sufijo que es prefijo de la
i-ésima fila de M. Dada una fila i, se puede calcular el indice j tal tal que Pos(j) =
Pos(i)—1 como j = LF[i| = C[L[i]]4+Occ(L, L[i], 7). Esto nos lleva de la fila cuyo prefijo
es T[Pos(i),n] ala fila cuyo prefijo es T[Pos(i) — 1, n]. El cardcter L[i] no esté disponible
ya que el texto esta comprimido, sin embargo, se puede determinar calculando Oce(L, ¢, 7)
y Occ(L, c,i — 1) para todo ¢ € ¥ U {$}. Claramente estos dos valores difieren sélo para
el cardcter ¢ = L[i]. La estructura auxiliar de Occ, permite calcular esta funcién en
tiempo O(1), por lo que el paso Pos(j) = Pos(i) — 1, llamado backward_step, se calcula

en tiempo constante si es que se supone que el tamano del alfabeto es constante.

Dado un indice i, para calcular Pos(i) se supone que para ciertas filas marcadas de M
se almacenan las correspondientes posiciones del texto. Entonces, Pos(i) se calcula de la
siguiente manera: Si M [i] estd marcada, entonces su posicion estd almacenada y puede
determinarse en tiempo constante. De lo contrario, se usa el algoritmo backward_step
para encontrar la fila i’ tal que Pos(i') = Pos(i) — 1. Se continia este proceso hasta que

la fila M[i'] estd marcada. Si se hicieron ¢ iteraciones, se retorna Pos(i) = Pos(i’) + t.
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Algoritmo get_position(i)

1. ¢ —1i,t<—0

2 while la fila i’ no est4 marcada do
3. i’ «— backward_step(i’)

4 t—t+1

5. return Pos(i) +t

Fig. 3.2: Pseudocodigo del algoritmo que retorna la posicién en T' del prefijo de la fila i-ésima
de M.

La figura 3.2 muestra el algoritmo que encuentra la posicién en T correspondiente a la
fila 1.

Para marcar las posiciones se elige un parametro € tal que se marcan una posicién
cada n = [log'™“n]. La estructura S almacena las posiciones marcadas de M. Esta
estructura se disena de tal manera que ocupe un espacio pequeno y que permita contestar
si es que un elemento esta o no en tiempo constante, utilizando un esquema de particiones
al igual que la estructura Opp(T'). La estructura S ocupa O((n/n)(loglogn+logn)) bits.
En total, el algoritmo get_positions ocupa O(n/log®n) bits para almacenar S més el

espacio que ocupa la estructura Opp(T).

Con respecto al tiempo, una llamada a get_position requiere a lo mas n iteraciones,
cada una de las cuales toma tiempo constante. Por lo tanto, las occ ocurrencias de un
patrén P en T pueden recuperarse en tiempo O(oce ) = O(occlog' ™ n). Si consideramos
el tiempo necesario para buscar P en T, el tiempo total para recuperar las ocurrencias
es O(m + occlog' ™ n) y el espacio total esté acotado por 5nH(T) + O(n/log n), para
cualquier £ > 0, suponiendo o constante. Si es que el tamano del alfabeto no es constante,
el tiempo para reportar las occurrencias se ve modificado. Antes mencionamos que para
calcular L[i] calculdbamos Occ(L,c,i) v Oce(L,c,i — 1) para todo ¢ € ¥ U {$}. Si
dejamos de suponer que o es constante, este calculo ya no toma tiempo constante sino
que toma tiempo O(o). Por lo tanto, el tiempo de reportar las occ ocurrencias es ahora

O(occ olog' ™ n).

3.1.4. Compromisos para arreglos de sufijos sucintos

En este capitulo se presentan dos estructuras [19, 15] que contribuyen a un com-
promiso entre espacio y tiempo del Indice FM. Estas estructuras modifican una funcién
interna en la bisqueda hacia atras que realiza este indice. La primera de estas estruc-

turas mantiene los tiempos de busqueda, reporte de posiciones y muestra de texto del
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Estructura Espacio
Indice FM 5Hyn + O((ologo +loglogn) ;i +nYo7 ")
Arreglos de Bits nHy(1 + o(n))
Jerarquia nHy(1 + o(n))
Estructura Busqueda Posiciones Muestra de texto
Indice FM O(m) O(occ olog' ™ n) O(o(L +log' ™ n))
Arreglos de Bits O(m) O(tocc ologn) O(Lo(L +logn))
Jerarquia (promedio) | O(m(Ho + 1)) | O(toce Hylogn) O(LHo(L +logn))
Jerarquia (peor caso) O(mlogo) O(Locclogalogn) | O(Llogo(L +logn))

Tab. 3.1: Comparacién de las complejidades de espacio y tiempo de diferentes arreglos de sufijos
sucintos. Las constantes 0 < v < 1 y € > 0 puden reducirse si se incrementan los
términos sublineales escondidos en las complejidades de tiempo. Hy es la entropia
de orden k del texto, o es el tamano del alfabeto, occ es el nimero de ocurrencias a
reportar y L es el largo de la cadena a mostrar.

Indice FM, pero tiene la ventaja de que el espacio que ocupa no depende del tamano del
alfabeto. La segunda estructura alcanza mejores tiempos para reportar posiciones y mos-
trar una subcadena del texto que el Indice FM. La tabla 3.1 muestra los requerimientos

de espacio y tiempo del Indice FM, y de las dos estructuras propuestas.

Reemplazando las estructuras de Occ por arreglos de bits

Recordemos que Occ(X, ¢, 1) es la funcién que entrega el nimero de ocurrencias del
cardcter c en el prefijo X[1,7]. La idea descrita en [19] es reemplazar la implementacién
de Oce del Indice FM con el fin de tener una cadena de bits B. por cada caracter c,
tal que B.[i] = 1 si y sélo si T""[i] = c. Entonces, Oce(T*, c,i) = rank(B,,i), donde
rank(B, i) es el nimero de bits encendidos en BJ[1...i], lo cual puede ser calculado en
tiempo constante utilizando o(n) bits extra [24]. Esto significa que T"" ya no se necesita,
junto con su estructuras de acceso, pues éstas solo se requerian para el calculo de Occ.
El término O(n?¢? ™) del espacio ocupado por el Indice FM proviene de las estructuras
para acceso rapido a T""! mientras que la constante multiplicativa O((o logo)/logn)
aparece en la representacion de Occ. Ambos términos desaparecen al remover Occ y
T, Las nuevas estructuras que reemplazan a estas tiltimas ocupan un espacio acotado
por nHy + O(n).

Jerarquia de arreglos de bits

La segunda estructura constituye un esquema jerarquico para codificar las cadenas de
bits de los caracteres del alfabeto. Esta estructura ha sido utilizada recientemente para

otro indice bajo el nombre de wavelet tree [15]. La principal ventaja de esta estructura
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recae en su eficiencia para reportar las posiciones de las ocurrencias y para mostrar

subcadenas del texto.

La estructura consiste en un arbol binario perfectamente balanceado donde cada nodo
corresponde a un subconjunto del alfabeto. Los hijos del nodo particionan el subconjunto
del nodo en dos subconjuntos. Una cadena de bits en el nodo indica a qué hijo pertenece

cada posicion del texto.

La primera particion consistira en ubicar los caracteres c; ... c|,/2) en el hijo izquier-
do, y los caracteres c|y/2)41-..¢s en el hijo derecho. Una cadena de bits B de largo n
en la raiz tendrda un 1 en la posicion ¢ si y solo si el caracter i-ésimo pertenece al hijo
derecho. Los dos hijos de la raiz son procesados recursivamente. Sin embargo, para ca-
da uno de ellos se consideran solamente las posiciones del texto de los caracteres que
pertenecen a su subconjunto. Es decir, la cadena de bits del hijo izquierdo de la raiz
tendra solamente [y + ...+ l,/2) bits y la del hijo derecho sélo l,/2/41 + ... + [, bits,

donde [, es el nimero de veces que aparece ¢ en el texto.

Este drbol tiene altura [logo| y cada posicién del texto es considerada una sola vez
en cada nivel. Por lo tanto la estructura necesita a lo méas nlogo bits. Ademads, para
cada cadena de bits se calculan las estructuras de datos sublineales que permiten calcular
rank sobre ellas. La funcién rank sobre un arreglo de bits entrega el ntimero de bits

encendidos hasta una cierta posicién del arreglo.

El valor de Occ(T%, c,i) puede calcularse recorriendo al arbol hasta encontrar la
hoja correspondiente a c. Los valores de rank en cada nivel permiten posicionarse en el

lugar correcto en los hijos.

Esta estructura necesita nlogo(1 + o(1)) bits para representar Occ y puede tener

acceso a ella en tiempo O(log o), por lo que se puede buscar en tiempo O(mlogo).

El tiempo de busqueda puede ser mejorado en el caso promedio reemplazando el arbol
balanceado por un arbol de Huffman y utilizando este arbol para particionar el alfabeto.
El célculo de Occ se realiza de igual manera que en el arbol balanceado. El niimero de
bits que necesita esta estructura es n(Hp + 1) y el tiempo de biisqueda se convierte en
O(m(Hy + 1)) en promedio, el cual es a lo més O(mlog o), suponiendo que el patrén y
el texto siguen una distribucion similar. En el peor caso una hoja estard ubicada a una

profundidad O(logn), por lo que la biisqueda en este caso tomarfa tiempo O(mlogn).

Incluso, modificando el arbol de Huffman se puede asegurar un tiempo busqueda
de O(mlogo) en el peor caso, manteniendo el tiempo promedio de O(m(Hy + 1)) [21].
Esto se logra manteniendo la estructura del arbol hasta una profundidad ¢log o, donde
t es una constante arbitraria. Todos los subédrboles a esa profundidad se convierten

en subarboles perfectamente balanceados. La profundidad del arbol ahora es a lo mas
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tlogo +logo = (t + 1)logo, y por lo tanto la busqueda en el peor caso toma tiempo
O(mlogo).

Reportando las ocurrencias y mostrando el texto. Para reportar las posiciones de las
ocurrencias y mostrar subcadenas del texto se utiliza el mismo mecanismo que en el
Indice FM original (ver seccién 3.1). En el indice original, se utiliza un tiempo O(o) para
encontrar el cardcter ¢ para el cual se cumple que T"%[i] = ¢, es decir, Oce(T*, ¢, i) =
Occ(T" ¢,i — 1) + 1. Esto puede hacerse en tiempo O(logo) gracias a la estructura
jerdrquica. Sea B la cadena de bits del nodo rafz del arbol. Si B[i] = 0, entonces T**![i] €
{e1...¢lepa)}, sino, T"![i] pertenece a la mitad superior. En el primer caso, se sigue por
el hijo izquierdo, en el segundo, por el hijo derecho. Se sigue buscando hasta encontrar
el la hoja correspondiente a T"“[i]. Si se usa un arbol de Huffman en vez de un érbol
balanceado, entonces el tiempo es O(Hy + 1) si es que se buscan posiciones aleatorias

del texto, y todavia se puede limitar el peor caso a O(logo).

Entonces, utilizando en bits adicionales, se puede reportar las posiciones de occ
ocurrencias en tiempo O(%occ logologn) y mostrar un contexto del texto en tiempo
O(logo(L + Llogn)).

En esta seccion se mostraron dos estructuras que contribuyen a mejorar los com-
promisos de espacio y tiempo que aparecen en la implementacion de la bisqueda del
[ndice FM, reduciendo la dependencia del tamano del alfabeto tanto en la complejidad
de espacio como de tiempo. La primera estructura mantiene las complejidades de tiempo
del Indice FM y remueve completamente la dependencia del tamano del alfabeto, sin
embargo, su tamano es proporcional a la entropia de orden cero del texto en vez de la
entropia orden k£ que alcanza el Indice FM. La segunda estructura alcanza tiempos de
busqueda un poco mayores que el Indice FM original, pero alcanza mejores tiempos para

reportar las posiciones y mostrar subcadenas del texto.

3.1.5. Combinando codificacion run-length con biusqueda reversa

En esta seccién se describe una estructura llamada Indice RLFM [22] que requiere
n(Hylogo + 14 o(1)) bits de espacio. Cuenta las ocurrencias de un patrén en el mismo
tiempo O(m) logrado por el Indice FM. La complejidad espacial resulta ser mejor mien-
tras o log o > logn, es decir, este indice ocupa menos espacio excepto para alfabetos muy
pequenos. La tabla 3.2 muestra los requerimientos de espacio y tiempo de esta nueva

estructura.

La propiedad esencial de la transformacién BWT, que la hace apropiada para la com-
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Estructura Espacio
Indice FM | 5Hyn + O((ologo +loglogn) oz, +n7o”*!
RLFM 1 nHyH + O(n)
Estructura Busqueda Posiciones Muestra de texto
Indice FM O(m) O(occ olog' ™ n) O(o(L +log' ™ n))
RLFM 1 O(m) O(Locc ologn) O(Lo(L +logn))
RLFM 2 (peor caso) | O(mlogo) | O(Locclogologn) | O(Xloga(L + logn))

Tab. 3.2: Comparacién de las complejidades de espacio y tiempo de diferentes arreglos de sufijos
sucintos. Las constantes 0 < v < 1 y € > 0 pueden reducirse si se incrementan los
términos sublineales escondidos en las complejidades de tiempo. Hy es la entropia
de orden k del texto, o es el tamano del alfabeto, occ es el nimero de ocurrencias
a reportar y L es el largo de la cadena a mostrar. H < logo es la entropia de una
estructura que se describe mas adelante.

presion, es que solo algunos caracteres diferentes aparecen en contextos locales del texto
transformado. En particular, tienden a aparecer corridas de ocurrencias consecutivas del
mismo cardcter. La idea es explotar la compresién run-length para representar T°%*. Un
arreglo S tendrd un cardcter por corrida en T°%* mientras un arreglo B tendra n bits y
marcard el inicio de cada corrida. Si Tt = ¢/t .. .cij,' consiste de n’ corridas tal que la
corrida i-ésima contiene [; repeticiones del cardcter ¢;, la representacion de Tt consiste

en la cadena S = ¢; ... ¢, de largo n’ v un arreglo de bits B = 1041 .. 10t~

Claramente, S y B contienen informacién suficiente para reconstruir 7°** calculan-
do T"[i] = S[rank(B,i)]. La funcién rank puede ser calculada en tiempo constante
utilizando o(n) extra bits [24]. Por lo tanto, S y B entregan una representacién de
TP que permite accesar cualquier cardcter en tiempo constante y requiere a lo més

n'log o +n + o(n) bits.

A su vez, se necesita calcular Cr[c] 4+ Occ(T", ¢, )3 para cualquier ¢ e i. Para esto se
utiliza un arreglo de bits B’, obtenido al reordenar las corridas de B en orden lexicogréfico
de los caracteres de cada corrida. Las corridas del mismo caracter se dejan en su orden
original. El uso de B’ agrega n + o(n) bits a la estructura. También se utiliza Cg, el que
juega el mismo rol que Cp pero se refiere a S. Si p; ... p, es una permutacién de 1...n’
tal que V 1 <i < n' se cumple que ¢, < ¢p,,, 6 (¢p, = Cp,uy ¥ Di < Diy1), entonces B’ se

define como B’ = 1011 .. 101,

Las siguientes propiedades llevan al resultado de cémo calcular Cr[c]+Occ(T", ¢, ).
En los célculos se utiliza la funcién inversa de rank: select(B’, j) es la posicién del j-

ésimo 1 en B’'. Esta funcién también puede ser calculada en tiempo constante utilizando

3 Recordemos del capitulo 2.3 que una entrada C/[c] del arreglo C' almacena el ntimero de ocurrencias
de texto T de los caracteres alfabéticamente menores que c¢. Anotamos Cr para indicar explicitamente
que C' se refiere a T'.
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o(n) extra bits [24].

1. Sean S y B’ definidos para un string 7%, Entonces, para cada ¢ € ¥ se cumple

Crle] + 1 = select(B', Cs[c] + 1)

2. Sean S, B y B’ definidos para un string 7°**. Entonces, para cada c € Yy 1 <

1 < n, tal que 7 es la posicion final de una corrida en B, se cumple

Crlc] + Oce(T"™, ¢, i) = select(B', Cslc] + 1 + Occe(S, ¢, rank(B,i))) — 1

3. Sean S, B y B’ definidos para un string 7. Entonces, para cada c € ¥y 1 <

i < n, tal que T"[i] # ¢, se cumple

Crlc] + Oce(T™ ¢, i) = select(B', Cs[c] + 1 + Occ(S, ¢, rank(B,i))) — 1

4. Sean S, B y B’ definidos para un string 7°**. Entonces, para cada ¢ € ¥ y

1 <i <, tal que T"[i] = ¢, se cumple

Crlc] + Oce(T" ¢, i) = select(B’, Cs[c] + Occ(S, ¢, rank(B, 1)) +
i — select(B,rank(B,1))

Las funciones rank y select pueden ser calculadas en tiempo constante, sélo queda
entonces saber cuanto tiempo toma calcular Occ sobre la cadena S. Para este cédlculo se
pueden llevar a cabo las mismas soluciones expuestas en el capitulo 3.1.4. Por ejemplo, se
puede reemplazar Occ por arreglos de bits con n’ = |S|. Se obtiene un tiempo constante
de consulta a Occ con n/(H + 1) bits de espacio, donde H < log o es la entropia de orden

cero de S.

Esta implementacién alternativa del Indice FM mantiene el espacio O(Hgn) de este
indice mientras que remueve su dependencia exponencial en el tamano del alfabeto,
agregando un factor logaritmico en el tamano del alfabeto en su requerimiento de espacio.
Las complejidades de tiempo permanecen iguales. El indice RLFM resulta méas pequeno
que el FM cuando ologo > logn. Incluso para textos gigantescos, el Indice FM sélo es
mas pequeno para alfabetos muy pequenos. Esto incluye secuencias de ADN por ejemplo,

pero no secuencias de proteinas, musica o textos de lenguaje natural.

Tal como se explica en el capitulo anterior, es posible implementar la funcién Occ

usando un arbol balanceado que mantiene la misma complejidad espacial y cambia el
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tiempo de busqueda de O(m) a O(mlogo), con el beneficio de obtener S[i| en tiempo
O(logo) en vez de O(o). Las complejidades obtenidas se pueden ver en la tabla 3.2
(RLFM?2).

3.2, Otros Indices de texto completo

3.2.1. Compressed Suffix Array

El compressed suffiz array (arreglo de sufijos comprimido) propuesto por Grossi y
Vitter [14] es un indice de texto completo que funciona sélo para textos binarios (o = 2).
Ocupa sélo O(n) bits para un texto de largo n, sin embargo, también utiliza el mismo
texto, el que ocupa otros n bits. El indice CSA de Sadakane [18] modifica las estructuras
de datos de este indice para que la bisqueda de un patrén pueda hacerse sin necesidad
de accesos al texto original y para que funcione para cualquier alfabeto. Este nuevo
indice puede encontrar las occ ocurrencias de un patrén P, de largo m, en un tiempo
O(mlogn + occlog® n), para cualquier valor fijo de 0 < € < 1 sin accesar el texto. A su
vez, puede descomprimir una parte del texto de largo L en tiempo O(L + log® n). Este

indice ocupa O(nHy + nloglog o) bits de espacio si es que o = polylog(n).

El arreglo de sufijos comprimido original

El arreglo de sufijos comprimido de Grossi y Vitter reduce el tamano del arreglo de
sufijos de un texto de largo n de nlogn bits a O(n) bits. Cada elemento del arreglo
de sufijos puede ser extraido en tiempo O(log®n). Por lo tanto, se puede encontrar un
patrén P de largo m, en un tiempo O((m + log® n)logn) usando el texto y el arreglo de
sufijos comprimido mediante una busqueda binaria directa. Una consulta enumerativa
toma un tiempo adicional de O(occlog® n). Este indice tiene dos desventajas. La primera
es que debe utilizar el texto para realizar las busquedas, por lo que el tamano total del
indice no puede ser menor que el texto, el que ocupa O(n) bits. La segunda desventaja
es que una aplicacion directa del arreglo de sufijos comprimido con alfabeto binario a
un alfabeto mayor resulta en indices de espacio O(nlog o). Por lo tanto, el indice ocupa

mas espacio que el texto.

El arreglo de sufijos comprimido utiliza una estructura de datos jerarquica. El nivel
k-ésimo almacena implicitamente los indices de los sufijos que son miltiplos de 2¥. Un
arreglo SAg[1...ny] (nk = 2%) almacena los indices que son divisibles por 2¥. Los indices

son almacenados en el mismo orden que en el arreglo de sufijos SA.
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Algoritmo lookupy (i)

1.  if k=1 then return SA;[i]

2 v 0

3. while By[i]| =0 do

4. ifi = posj then return n; —v
5 i Wyli]

6 ve—v+1

7. return 2°ookupyi.(rank(By,i)) — v

Fig. 3.3: Pseudo cédigo del algoritmo para calcular SAy. La variable pos es necesaria si nj no
es multiplo de log®n. Esta variable representa el orden lexicogréfico del 1ltimo sufijo
T[ng), es decir, SAg[posi]| = ng.

El arreglo SA, se convierte entonces en el arreglo de sufijos de una nueva cadena
Ty[1...ng). Un cardcter Ty [j] consiste en la concatenacién de 2% caracteres T[j2% ... (j+
1)2% — 1]. Entonces el arreglo S A, coincide con el arreglo de sufijos de Tj. Por lo tanto,

se utiliza la misma técnica de representacion de SA; recursivamente.

Se utilizan niveles 0, e, 2e, ..., [, donde e = [eloglogn| (0 < e < 1)yl = [loglogn].
El nivel [-ésimo almacena explicitamente n/logn indices. Su tamano es a lo més n bits.
El k-ésimo nivel almacena un vector de bits B[l ...n,] y una funcién W[i] (1 <i < ng)
en vez de SAg[1...ng.

Un elemento Byli] del vector de bits indica si SAg[i] es un mltiplo de 2* o no.
Si Bili] = 1, SAL[i] = j2F y el indice j es almacenado en SA;,. implicitamente si
k 4+ e < I o explicitamente si k + e = [. El orden lexicografico i de un sufijo en S A, .
correspondiente a SA[i] es calculado como @' = rank(By, i) si Byli] = 1. Si By[i] = 0,
SAkll] = j2¢ —v (1 < v < 29 y es representado por v y un indice ¢ de SA, donde
SA[i"] = j2°.

La funcién W[i] se definida como: W[i] = ¢’ tal que SAg[i'] = SAg[i+ 1], si SAg[i] <
ng, v 0 81 SAg[i] = ng.

Por lo tanto, S Ax[i] se calcula utilizando la relacién
SA[H]) = SAR[Vkli]] — 1

iterativamente v veces mientras By[i] = 0. La figura 3.3 muestra el algoritmo para

calcular SAy. SA[i] se calcula como SA[i] = SAy(i), lo cual toma tiempo O(log®n).
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CSA: un arreglo de sufijos comprimido que no necesita el texto

El arreglo de sufijos comprimido fue modificado por Sadakane para que pudiera ser
utilizado sin el texto. En esta seccién se muestra como un patrén puede ser buscado con
busqueda binaria sin la necesidad del texto y que el texto puede ser extraido desde el

arreglo de sufijos comprimido.

Se utilizan vectores de bits Di[l...nx], definidos como: Dili] = 1 si i = 1 o si
T[S Ak[i]] # Tk[SAk[i — 1]] y 0 de lo contrario.

El vector Dy es utilizado para obtener el cardcter T[S A[i]] de un sufijo si es que su
orden lexicogréfico i es conocido. Se utiliza un arreglo C[1 ... o] en el cual C[j] almacena

el j-ésimo menor cardcter aparecido en T' y se define la funcién C~1[i] = C[rank(Dy,1)].

Entonces, T[S A[i]] = C~'[i], y es calculado en tiempo constante para un i dado. Esto
se explica pues dado que los sufijos estan ordenados lexicograficamente en el arreglo de
sufijos, los primeros caracteres T[SA[i]] de los sufijos estdn ordenados alfabéticamente.
Si Dyli] = 1 entonces T[S A[i]] es diferente de T[S A[i — 1]]. Por lo tanto, r = rank(Dj, 1)
representa el nimero de caracteres diferentes en T'[SA[1]], T[SA[2]], ..., T[SA[i]], y C|r]
es el cardcter T[SA[i]].

Esto significa que no es necesario calcular el valor exacto de SA[i], lo que toma
tiempo O(log®n), para obtener el primer caracter del sufijo T[S A[i]...n]. Para calcular
los siguientes caracteres, se utiliza la funciéon W. La funciéon ¥ denota a ¥y y U" denota
la composicién de ¥ v veces. Entonces, se tiene que T[SA[i] + v] = C7HP¥"[i]], para
0 <wv <n— SA[i|. En consecuencia, un substring T[SA[i] ... SA[i] + m — 1] puede ser
decodificado en tiempo O(m) utilizando las funciones ¥ y C~! m veces. La figura 3.4

muestra el algoritmo para extraer T[SA[]...SA[{] + m — 1] en S[1...m] en tiempo

O(m).

Algoritmo substring (i,m)
1. forjel...m

2. do S[j] — C~']i]
4. return S

Fig. 3.4: Algoritmo que retorna T[S A[i] ... SA[i] + m — 1] a partir de un indice del arreglo de
sufijos

La busqueda de un patron puede hacerse entonces mediante una busqueda binaria
sobre el arreglo de sufijos SA[l...n]. En cada iteracién de la bisqueda, una subcade-

na T[SA[i]...SA[i{] + m — 1] se compara con el patrén P[1...m]. Este substring es
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decodificado en O(m) y la comparacién toma también este tiempo. Por lo tanto, una
busqueda que cuenta las ocurrencias de un patrén de largo m desde el arreglo de sufijos

comprimido de un texto de largo n toma tiempo O(mlogn).

Decodificando el texto

El algoritmo substring puede decodificar una cadena T'[s . . . e] del texto. Sin embargo,
este s6lo puede hacerse si es que el orden lexicografico ¢ de T'[s...n] (SA[i] = s), es

conocido. Entonces, se necesita calcular la inversa del arreglo de sufijos i = SA™![s].

La idea del algoritmo, llamado inverse, es la siguiente. Se supone que se conoce
i = SA !

rreld)- Entonces existe i € [1,n;] tal que Bi[i'] = 1y i = rank(By,i’). Luego

i’ puede ser calculado como i’ = select(By,i). Como se cumple que i’ = SA; '[2¢q], se

puede calcular SA; '[2°¢ + v] como WE[i'].

Se recorre la estructura jerarquica en la direccién opuesta a la direccién para calcular
SA[i]. Se almacena el arreglo inverso SA; ! explicitamente en el nivel I-ésimo. A su vez,
se utiliza el directorio de la funcién select para Bj, para moverse desde un nivel superior
a uno inferior. En cada nivel, se almacena pos;. — i, tal que SA[i] = 1, pues SA;'[0] no

existe. Este algoritmo calcula SA™![j] en tiempo O(log® n).

Combinando los algoritmos substring e inverse se puede extraer una cadena arbitraria
T[s...s+m—1] de un texto de largo m en tiempo O(m+log® n). El indice del arreglo de
sufijos ¢ correspondiente al sufijo T'[s ... n| puede calcularse en O(log® n) con el algoritmo

inverse y luego la subcadena puede ser extraida en O(m) con el algoritmo substring.

3.2.2. Indice LZ

El indice LZ [16] estd basado en el Ziv-Lempel Trie [17] que ocupa 4n'logn/(1+0(1))
bits de espacio, donde n’ es el nimero de simbolos resultantes de la compresion de un
texto con el algoritmo LZ78 o el LZW, lo cual tiende a Hyn asintéticamente. Este indice
permite reportar las occ ocurrencias de un patrén de largo m en un tiempo O(m3log o +

(m 4+ occ) logn'), en el peor caso, donde o es el tamano del alfabeto.

Compresién Ziv-Lempel

La idea de la compresion Ziv-Lempel es reemplazar subcadenas en el texto por un
puntero a las ocurrencias previas de éstas. Si el puntero ocupa menos espacio que la

cadena que reemplaza, se obtiene una compresion de la cadena.
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El algoritmo de compresion de Ziv-Lempel, llamado LZ78, se basa en un diccionario
de bloques. Al principio de la compresién, el diccionario contiene un sélo bloque by de
largo 0. El paso de compresion es el siguiente: si suponemos que un prefijo 7 ... T}
de T" ha sido comprimido en una secuencia de bloques Z = b;...b,, todos ellos en el
diccionario, entonces buscamos el prefijo més largo del resto del texto Tj.;...n que es
un bloque del diccionario. Si llamamos a este bloque b, de largo [, construimos un nuevo
bloque b,+1 = (s,Tj41,41), escribimos el par el final del texto comprimido Z, es decir,
Z =1by...b:b,11 y agregamos el bloque al diccionario. La forma natural de representar
este diccionario es utilizando un trie. El algoritmo LZW [25] es una variacién de LZ78,
en la cual la letra que conforma el segundo elemento de cada par no es codificado, sino
que se toma como la primera letra del siguiente bloque (el diccionario comienza con un

bloque por letra).

Bisqueda

En esta seccion se describe la idea bésica para buscar un patrén P; _,, en un texto
Ti. ., el cual ha sido comprimido utilizando el algoritmo LZ78 o el LZW en n' + 1
bloquees By ... By, tal que By =€, Vk # 1, By, # By Vk > 1,3l < k,c € ¥, B, = Bic,
es decir, no hay dos bloques iguales y cada bloque, excepto By, esta formado por un

bloque previo mas una letra al final.

Definimos rank de una cadena como la posicién de una cadena en un conjunto de

cadenas ordenadas lexicograficamente.

A continuacién se describen algunas estructuras de datos utilizadas en la busqueda.

1. LZTrie: es el trie formado por los bloques By ... B,,. Dadas las propiedades de la
compresién LZ78, este trie tiene exactamente n’ + 1 nodos, cada uno correspon-

diente a una cadena. Se definen las siguientes operaciones sobre un nodo z:

a) idi(z): entrega el identificador del nodo x, es decir, el nimero k tal que x

representa By.

b) leftrank,(x) y rightrank,(x) retornan la posicién minima y méaxima en orden
lexicografico representadas por los nodos en el subarbol con raiz x, entre el

conjunto By ... B, .
c) parent,(x) entrega la posicién en el arbol del padre de z.

d) child,(x,c) entrega la posicion en el arbol del hijo de x por el cardcter ¢, o

null si éste no existe.
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Ademas, el drbol debe proveer la operacién rthy(r), la cual entrega el nodo que

representa la r-ésima cadena en By ... B, orden lexicografico.

2. RevTrie: es el trie formado por las cadenas reversas Bj ... B,,. Se necesitan las
mismas operaciones que para el LZTrie: id,., leftrank,.,

rightrank,, parent,, child, y rth,.

3. Node: es un mapeo de los identificadores de bloques a su correspondiente nodo en
el LZTrie.

4. Range: es una estructura para una buisqueda bidimensional en el espacio [0...n'] x

[0...n]. Los puntos almacenados en esta estructura son
{(revrank(B}),rank(Bx1)),k €0...n' — 1}

donde revrank es el rank lexicografico en Bj ... B], y rank es el rank lexicogréafico

en By...B, . Para cada punto se almacena el valor correspondiente de k.

Consideremos ahora el proceso de buisqueda. Dependiendo de la disposicién de los blo-
ques, podemos encontrar tres tipos de ocurrencias de P en T': la ocurrencia esta comple-
tamente contenida en un bloque, la ocurrencia cubre dos bloques contiguos, la ocurrencia

cubre mas de dos bloques.

Se explica a continuacién cémo cada tipo de ocurrencia es encontrada:

Ocurrencias en un bloque. Dadas las propiedades del algoritmo de compresion, cada
bloque By que contiene P esta formado por un bloque mas corto B; concatenado con
una letra c¢. Si P no esta al final de By, entonces B; también contiene a P. La idea es
encontrar el bloque mas corto posible B que contiene la ocurrencia de P. Este bloque
termina con la cadena P, por lo tanto puede encontrarse facilmente buscando P" en

Reuvtrie.

Las ocurrencias de este tipo se encuentran se la siguiente manera:

1. Se buscar P" en Revtrie. Se llega a un nodo z tal que todas las cadenas en el

subarbol con raiz x representan bloques que terminan con P.

2. Seevalia leftrank,(z) y rightrank,(x), obtaniéndose el intervalo lexicografico de

los bloques que terminan con P.

3. Para cada rank r € leftrank,(z)...rightrank,(zx), se obtiene el nodo correspon-
diente en LZTrie, y = Node(rth,(r)). Estos son los nodos en el trie normal que

terminan con P y se debe reportar todos sus subarboles.
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4. Para cada y recorremos el subarbol con raiz y y se reporta cada nodo encontrado.

Ocurrencias que cubren dos bloques. Se puede dividir P en cualquier posicion, por lo
que se debe probar todas las divisiones posibles. La idea es, para cada posible division,
se busca el prefijo reverso del patrén en RevTrie y el sufijo del patron en LZTrie. Se
tienen entonces dos rangos, los bloques que terminan con la primera parte de P y los
que empiezan con la segunda parte de P. Se necesita encontrar los pares de bloques

(k,k + 1) tal que k estd en el primer rango y k + 1 en el segundo. Los pasos son:

1. Paracadaiel...m—1,sedivide Pen pref =P, ; v suf = Piy1. .y se llevan

a cabo los siguientes pasos.

2. Se buscar pref” en RevTrie, obteniéndose z, y se busca suf en LZTrie, obteniéndo-

se .

3. Se busca el rango:

[leftrank,(zx) ... rightrank,(x)] x [leftrank,(z) ... rightrank,(x)]

4. Para cada par (k, k + 1) encontrado, se reporta k.

Ocurrencias que cubren mas de dos bloques. Recordando que los algoritmos de com-
presion aseguran que cada bloque representa una cadena distinta, existira a lo mas un
bloque que calce con P;_;, para cada eleccién de i y j. La idea es, primero, identificar
este inico bloque para cada subcadena P;_;, almacenandose los bloques en m arreglos
A;, donde A; almacena los bloques correspondientes a P; ; para todas las subcadenas
de P. Luego, se trata de encontrar concatenaciones de bloques sucesivos By, Br.1, etc.
que calzan subcadenas contiguas del patron. Nuevamente, hay sélo un candidato para
continuar una ocurrencia de By en el patrén. Finalmente, para cada concatenacion ma-
ximal de bloques P; ; = By ... B, se determina si Bj_; termina con Py ;1 y si By

comienza con Pjyq .. Siesto ocurre, se reporta una ocurrencia.



Capitulo 4

[INDICE FM HUFFMAN

En este capitulo se presenta el Indice FM Huffman [1], una estructura basada en
el concepto del Indice FM, pero que no posee la dependencia exponencial del tamano
del texto que si posee este indice. La idea de este indice es comprimir el texto con el
algoritmo de Huffman y después aplicar la transformacién de Burrows-Wheeler (BWT).
La estructura resultante puede ser utilizada para buscar de igual manera que en el [ndice
FM. Sobre un texto de largo n, con entropia de orden cero Hy, el Indice FM Huffman
necesita O(n(Hy+ 1)) bits de espacio, sin ninguna dependencia del tamaio del alfabeto.
El tiempo promedio de buisqueda de un patrén de largo m es O(m(Hy+1)). Una posicién
de una ocurrencia puede ser reportada en un tiempo O((Hy + 1)logn) en el peor caso,
mientras que una subcadena del texto de largo L puede ser recuperada en un tiempo

promedio O((Hy + 1)L).

La primera parte de este capitulo se refiere a la estructura del indice y la forma
de construirlo. En la segunda parte se explica la forma de buscar un patrén utilizando
este indice y las formas de reportar posiciones y mostrar un texto alrededor de una

ocurrencia.

4.1. La estructura del Indice FM Huffman

El indice FM-Huffman funciona de la siguiente manera: primero se comprime el texto
T'$ utilizando Huffman. La cadena de bits resultante, que llamaremos 7", tendra largo
n' < (Hp+1)n, dado que la codificacién de Huffman binaria resulta en una representacién
con un sobrecosto maximo de un bit por simbolo. Se define también un segundo arreglo
de bits Th, del mismo largo de 7", tal que Thli] = 1 si y s6lo si ¢ es la posicién inicial
de una palabra cédigo de Huffman en 7”. Estos dos arreglos no serdn representados en

la estructura del indice.

La idea es buscar en el texto 7" en vez de en el texto original T. Entonces, se
aplica la transformacién BWT al texto T", para obtener B = (T")?*!. Sea A'[1...n/] el
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arreglo de sufijos del texto T, esto es, una permutaciéon de los nimeros 1...n’ tal que
T'A'i]...n']] < T'[A'[i+1] ... n/]] en orden lexicografico, para todo 1 < ¢ < n'. El arreglo
de sufijos A’ no serd representado explicitamente, sino que se representard el arreglo de
bits B[1...n'], tal que B[i| = T"[A’[i] — 1] (con la excepcién de que B[i| = T'[n] si A'[i] =
1). Ademas, se representa otro arreglo de bits Bh[1...n’], tal que Bh[i| = Th[A'[i]]. Este

arreglo dice si la posicién i de A" apunta al comienzo de una palabra de codificacion.

La figura 4.1 muestra un ejemplo del indice construido sobre el texto
T = “alabar_a_la_alabarda”. Se muestran el texto T' y el arreglo de sufijos A del texto.
A la derecha se muestran los codigos resultantes de la compresién de Huffman para cada
caracter de T. Se muestra luego el texto comprimido 7”7 y el arreglo Th en forma de
caracteres bajo los bits de T'. Cada caracter indica la posicion donde comienza el codigo
de ese cardcter en T'. Mds abajo se muestra el arreglo de sufijos A" de T”. Finalmente, se
muestran los arreglos de bits B y Bh, las inicas estructuras que realmente se representan.
Un punto bajo el bit de la posicion i de B, representa un 1 en Bh. Se indica también la

posicién py, la cual apunta a la entrada i de A’ tal que A'[i] = 1.

4.2. Busqueda de patrones

Se pretende buscar en B exactamente como con el Indice FM. Para ello se necesita
el arreglo C' y la funciéon Oce. Sin embargo, dado que el alfabeto es binario, Occ puede
ser calculado facilmente como Occ(B, 1,i) = rank(B,i) y Occ(B,0,1) =i — rank(B,1).
A su vez, el arreglo C' es tan simple para el texto binario que se puede funcionar sin
él: CJ0] = 0y C[1] = n' — rank(B,n’), es decir, el nimero de ceros en B. Por lo
tanto, C[c] + Occ(T"*, ¢, i) es reemplazado en este indice por i — rank(B,i) sic =0y
n' —rank(B,n’) + rank(B,i) si ¢ = 1.

Sin embargo, se debe introducir un cambio en el célculo de Occ dado que no se
coloca un caracter terminador a la secuencia binaria 7" y por lo tanto no aparece ningin
terminador en B. Sea # el caracter terminador de la secuencia binaria. En la posicion
py tal que A'[pg] = 1, deberia tenerse B[py| = #. En cambio, se tiene que B[px] es el
ultimo bit de T”. Este es el ultimo bit del cédigo asignado por Huffman al terminador
$ de T'$. Dado que al momento de codificar los simbolos con Huffman, se puede elegir
arbitrariamente concatenar un 1 o un 0 al final del cdédigo, se puede asegurar que el
cédigo asociado al terminador $ tiene un 0 como ultimo bit. Entonces, la secuencia
correcta B tendria largo n’ + 1 y comenzaria con 0, pues esta posiciéon corresponde a
T'[n'], el caracter que precede la ocurrencia de #, pues # < 0 < 1, y se tendria que

Blpx] = #. Por lo tanto, para obtener el mapeo correcto a la secuencia B, se debe
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corregir C[0] + Occ(B,0,i) = i — rank(B, i) + [i < px]. Esto es, si se suma 1 si es que
i < pg. El célculo de C[1] + Oce(B, 1,4) no se modifica.

El patron de busqueda no es el patrén original P, sino que su representacién binaria
P’ utilizando la codificaciéon de Huffman aplicada a T'. Convertir P a P’ toma tiempo
O(m). Si se supone que los caracteres de P tienen la misma distribucién que los de T,
entonces el largo de P’ es < m(Hp + 1). Este es el nimero de pasos necesarios para

buscar en B utilizando el algoritmo de bisqueda para el Indice FM.

La respuesta a esa busqueda, sin embargo, es diferente a la de la bisqueda de P en
T. La razén es que la busqueda en 7" de P’ devuelve el nimero de sufijos de T" que
comienzan con P’. Estos incluyen los sufijos de T' que comienzan con P, pero también
otras ocurrencias superfluas pueden aparecer. Estas corresponden a sufijos de T” que no

comienzan una palabra de codificacién de Huffman, pero que igual comienzan con P’.

Esta es la razén por la cual se marcan los sufijos que comienzan una palabra de codifi-
cacién de Huffman en Bh. En el rango [sp, ep| encontrado por la bisqueda de P’ en B, ca-
da bit prendido en Bh[sp...ep] corresponde a una ocurrencia verdadera. Luego el verda-

dero nimero de ocurrencias puede ser calculado como rank(Bh, ep) — rank(Bh, sp — 1).

La figura 4.2 muestra el algoritmo de bisqueda en pseudocédigo. La figura 4.1 mues-
tra un ejemplo de bisqueda del patrén P =“la” en el texto T =“alabar_a_la_alabarda”.
El patrén se comprime a la cadena P’ = 0101. La busqueda ajusta el intervalo de
ocurrencias de P’ en B calculando los intervalos correspondientes a 1, 01, 101 y final-
mente 0101. El intervalo resultante es [sp, ep] = [11, 18], sin embargo, sélo 3 ocurrencias
corresponden a ocurrencias reales de P’, pues en ese intervalo hay 3 bits encendidos en
Bh, correspondientes a las posiciones de la en T'. El resto son ocurrencias de 0101 pero

que no comienzan en el comienzo de un cédigo de Huffman de algtin simbolo.

Si se supone que la distribuciones de orden cero de T' y P son similares, el tiempo
de busugeda es O(m(Hp + 1)). Para calcular cudl es el tiempo en el peor caso, debemos
determinar cudl es el largo maximo de un cédigo de Huffman. Esto equivale a determinar
la altura maxima de un arbol de Huffman con frecuencia total n. Consideremos el camino
mas largo desde la raiz a una hoja en el arbol de Huffman. El simbolo de la hoja tiene
una frecuencia de por lo menos 1. Recorriendo el camino hacia arriba y considerando la
suma de las frecuencias encontradas en la otra rama, en cada nodo, nos damos cuenta
de que estos numeros son, al menos: 1,1,2,3,5,..., esto es, la secuencia de Fibonacci
F(i). Entonces, un arbol de Huffman de profundidad d necesita que el texto tenga un
largo de al menos n > 1 + Z?:l F(i) = F(d + 2). Por lo tanto, el largo méximo de un
cédigo es F~!(n) — 2 =log,(n) — 2+ o(1), donde ¢ = (1 + v/5)/2.

Entonces, el patrén codificado P’ no puede ser mas largo que O(mlogn), y por lo
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Algoritmo FM-Huffman_Search (P’, B, Bh)
i=m
sp=1;ep=n'
while((sp < ep) and (i > 1)) do
if P'[i] =0 then
sp=(sp—1) —rank(B,sp—1)+ 1+ [sp—1 < py]
ep = ep — rank(B, ep) + [ep < p4]
else sp =n' —rank(B,n') + rank(B,sp—1) + 1
ep =n' —rank(B,n’) + rank(B,ep)
1=1—1
if ep < sp then occ =0 else occ = rank(Bh,ep) — rank(Bh,sp — 1)
if occ =0 then return “no se encontré”
else return “se encontraron (occ) occurrencias”

© XN oUW

— =
M=o

Fig. 4.2: Algoritmo para contar el nimero de occurrencias del patrén P'[1...m/] en el texto
T[...n].

tanto este es el tiempo de bisqueda en el peor caso.

4.3.  Asegurando un tiempo O(mlogo) en el peor caso

Se puede limitar el tiempo de la biisqueda en el peor caso a O(m log o) manteniendo
el tiempo promedio O(m(Hy + 1)) y el espacio O(n(Hy + 1)). Esta técnica, la cual se
ha utilizado en [22], consiste en modificar la codificacién de Huffman para 7', mientras

todo el resto permanece intacto.

Se elige una constante t tal que el arbol de Huffman para T se sigue hasta una
profundidad tlog o. Todos los subarboles a esa profundidad se convierten en subarboles
perfectamente balanceados. Entonces, la profundidad del arbol completo es a lo mas
t logo +1logo = (t+1)logo, y por lo tanto la bisqueda toma tiempo O(mlogo) en el

peor caso.

Veamos ahora cudl es la complejidad en espacio considerando esta modificacién. Si
se toma una hoja en el arbol original de Huffman que tiene profundidad [ > tlogo. Sea
f su frecuencia y p = f/n su probabilidad empirica. Extendiendo el argumento utilizado
al final de la seccion 4.2, se tiene que los otros pesos de la rama deben ser a lo menos
Lf,f+1,2f+1,3f+2,5f+3,.... Estosuma f-F(l+1)+ F(l) luego de sumar el peso
f de la hoja que se esta considerando. Entonces, n > f- F(l+ 1)+ F(l) > f- F(l+ 1)
y por lo tanto p < 1/F(1 +1) < ¢~' < 1/01°8¢. Entonces el caracter correspondiente a

esa hoja puede aparecer en el texto a lo mas n/a''°e? veces.
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Sumando estas cotas superiores de las probabilidades sobre todos los posibles carac-
teres que puedan estar tan profundos, tenemos que el nimero total de ocurrencias de
estos caracteres en el texto no puede ser més que no/o!18? = n/gt1°8¢=1 La profundi-
dad de estos caracteres puede ser a lo mas (n/o1°6971)(t+1) log o. Por otra parte, todos
los demas caracteres mantienen su profundidad original, y se supone pesimisticamente
que ocupan un total de n(Hy + 1) bits. Por lo tanto el punto estd en encontrar qué tan
grande debe ser ¢ para que (1/0'°8¢~1)(¢t +1)logo = O(Hy + 1). Resolviendo la inecua-
cién (1/0t1°8971)(t +1)logo < x(Hy + 1), se obtiene que para cualquier z > 1/(Hy+ 1)

es suficiente que

1 +log, logo + log, (t + 1)
- log ¢

para lo cual es suficiente que

1+log,logo +t/Inco
- log ¢

es decir,

Ino

(o) log(9) — 1

lo cual tiende a log, 2 a medida que o crece. Por lo tanto, ¢ es una constante. Utili-

t > (1+log,logo)

zando este valor para t, se tiene que ¢ logo = (log o +loglogo)Ino/(In(o)log(¢) —1) =
logg o (14 0(1)).

El nimero de bits que se necesitan para 7" en total es n(Hy + 1+ z(Hy + 1)) =
n(Hy+2), y por lo tanto B y Bh juntos necesitan n(2Hy+4)(1+o0(1)) bits, sin grandes
constantes escondidas en los términos sublineales. Entonces, el espacio que se debe pagar

para asegurar un tiempo en el peor caso O(mlogo) es 2n bits extra.

El analisis del tiempo promedio de bisqueda es similar. A lo mds mo/o°8¢ veces el
tiempo de la biisqueda serd O(log o), mientras el resto de las veces el tiempo serd O(Hy+
1). De manera equivalente a como se hizo en el andlisis de espacio, se busca una constante
t tal que mo /o8 ? < xm(Hy+1) y se encuentra la misma solucién que para asegurar un
espacio extra O(n(Hy + 1)). Entonces, el valor de t es el mismo para ambos propdsitos,
mantener la complejidad espacial de las estructuras y mantener la complejidad temporal

de la busqueda en el caso promedio.
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4.4. Reportando las posiciones de las ocurrencias

Ademas de saber cuantas ocurrencias de un patrén hay en un texto, en la practica se
necesita saber también las posiciones en el texto de estas ocurrencias. Dado el intervalo
del arreglo de sufijos que contiene las occ occurrencias encontradas, el Indice FM reporta
cada posicién en tiempo O (o log' ™ n), para cualquier € > 0. El CSA puede reportar cada

posicién en tiempo O(log®n), donde € se paga en el espacio ocupado.

En esta seccion se describe la forma de mostrar las posiciones de las ocurrencias del
Indice FM Huffman y se muestra que se puede lograr un tiempo menor al tiempo que
utiliza el Indice FM para mostrar las ocurrencias, aunque no menor que el tiempo del
CSA. Utilizando (1 + €) bits adicionales, este indice puede reportar cada posicién de una

ocurrencia en tiempo O(%(Ho + 1)logn).

El primer problema es cémo extraer, en tiempo O(occ), las occ posiciones de los bits
encencidos en Bh[sp...ep|. Esto se puede lograr utilizando la funcién select. Recorde-
mos que select(B, 1) entrega la posicion del i-ésimo 1 de B. Sea r = rank(Bh, sp —
1), entonces, las posiciones que buscamos en Bh son select(Bh,r + 1), select(Bh,r +
2),...,select(Bh,r 4+ occ). Recordemos que occ = rank(Bh,ep) — rank(Bh,sp — 1).
Las posiciones de los bits encendidos en Bh[sp...ep| pueden expresarse en funcién de

selectnext como pos; = selectnext(Bh, sp) y pos;y1 = selectnext(Bh, pos; + 1).

Veamos ahora cémo encontrar las posiciones en el texto de las ocurrencias a partir

de las posiciones en Bh correspondientes. Para ello se necesitan algunas estructuras de

en
2logn

datos auxiliares. Se elige un valor € > 0 y se toma una muestra de | | posiciones de
T’ en intervalos regulares, con la restriccion que se eligen sélo comienzos de cédigos de
Huffman. Se elige una posicién de 7" cada £ = [26—’:; logn]|, y para cada posicién 1+£(i—1),
se elige para la muestra la posicién donde comienza el codigo de la letra representada
en 1+ £(i — 1). Dado que ningin cédigo puede ser més largo que loggyn — 2 + o(1), la

distancia entre dos muestras consecutivas no puede ser mayor que

{+logyn —2+o0(1) <

a N

1
(Ho+1)logn +logyn —1+o(1) = O( (Hy + 1)logn>

€

en
2logn

Se almacena un arreglo 7'S con las | | posiciones de A" que apuntan a las posi-
ciones elegidas de 7", ordenados crecientemente por la posicién del texto. Méas precisa-
mente, 7'S[i] se refiere a la posicion 1+ ¢(i — 1) en 7" y por lo tanto T'S[i] = j tal que
A'[j] = select(Th,rank(Th,1+£(i —1))). El arreglo T'S necesita (14 0(1)) bits, dado
que cada entrada necesita logn’ < log(nlogmin(n,o)) = logn + O(loglogmin(n, o))
bits.
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Ahora almacenamos en un arreglo ST las posiciones del texto T' correspondientes a
cada entrada de T'S pero ordenado en forma creciente, es decir, ST[i| = rank(Th, A'[i]).
Este arreglo necesita G bits. Finalmente, se almacena un arreglo S de n bits tal que S|z
es 1 si es que la i-ésima entrada de A’ entre las que apuntan a un comiezno de cédigo

estd en el conjunto de la muestra. Es decir, S[i| = 1 si y sélo si A'[select(Bh,i)| € T'S.

El espacio ocupado por estos tres arreglos es de (1 + €)n(1 + o(1)) bits, aumentando
el espacio requerido para el indice a n(2Hy+3+€)(1+0(1)), y n(2Ho+5+¢€)(1+0(1))

para asegurar un tiempo O(mlogo) en el peor caso.

Veamos como se determina la posicion del texto correspondiente a una entrada A'[i]
del arreglo de sufijos para la cual Bhli] = 1. Se utiliza el arreglo de bits S para ver si
es que la posicién a la que apunta A’[i] estd en el conjunto tomado como muestra. Esto
es cierto si y sélo si S[rank(Bh,i)| es igual a 1. Si es que la posicién estd en la muestra
se recupera la posicién correspondiente de T como ST [rank(S,rank(Bh,i))]. Si es que
la posicién apuntada por A’[i] no estd en el conjunto de muestra, tal como en el Indice
FM, se debe determinar la posicién ¢ cuyo valor es A’[i'] = A'[i] — 1. Esto corresponde
a moverse hacia atras un bit en 7”. Se repite este proceso hasta llegar a un comienzo de
c6digo, es decir, a un ¢’ tal que Bh[i'] = 1. Ahora debe determinarse nuevamente si es
que 7' corresponde a una posicién de T que esta en la muestra utilizando S. Si es que
estd, se reporta la posicién 1+ ST[rank(S,rank(Bh,i’))] y se termina. De otra manera
se sigue hacia atrds hasta encontrar una posicién i’ que corresponda a un comienzo
de codigo. Si esta posicion corresponde a una posicién de T' que esta en la muestra se
reporta 2 + ST [rank(S, rank(Bh,i"))], y asi sucesivamente. Este proceso debe finalizar
después de O(%(HO + 1) log n) pasos hacia atrds en T” pues se consideran posiciones
consecutivas en T” y esa es la distancia maxima entre dos posiciones de 7" que estdn en

la muestra.

Falta explicar cémo se determina ¢’ a partir de 7. En el Indice FM esto se hace a
través del mapeo LF : ¢/ = C[L[i]] + Occ(L, L[i], 7). En este indice, el mapeo LF' sobre
A’ se implementa como ¢’ = i—rank(B,i) si B[i| =0y i =n'—rank(B,n')+rank(B,1)
si Bli] = 1. Esto permite moverse desde la posicién 7"[A’[i]] a la posicién T"[A'[i] —1]. En
el peor caso una ocurrencia se puede reportar en tiempo O(%(Ho + 1) log n) La figura

4.3 muestra el algoritmo para reportar una ocurrencia en pseudocodigo.

La figura 4.4 muestra un ejemplo de reporte de posiciones. Se utiliza un intervalo de
largo ¢ = 9 para la muestra de posiciones en 1", eligiéndose las posiciones 1, 10, 19, 28, 37
y 46. Cada una de estas posiciones se ajusta a la posicién del comienzo del cédigo de
la palabra representada en ellas, obteniéndose las posiciones 1, 10, 19, 26,34 y 43. Estas

posiciones, y sus correspondientes posiciones en 7', estdn marcadas con un rectangulo
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en la figura. El arreglo T'S contiene las posiciones de A’ que apuntan a las posiciones
elegidas en la muestra, en orden creciente segun la posicién en 7”. Las correspondientes
posiciones en B también aparecen marcadas. El arreglo ST almacena las posiciones del
texto T' que corresponden a cada una de las posiciones de A’ almacenadas en T'S, en
orden creciente de posiciones de A’. El arreglo S muestra, para cada posicién i tal que

Bhli] =1, si es que estd en la muestra o no.

Se muestra también el proceso de buscar la posicion de la primera ocurrencia del
patréon la en T. La posicién en Bh correspondiente a la primera ocurrencia del pa-
trén es selectnext(Bh,sp) = 11. Como S[11] = 0, esta posicién no estd en la mues-
tra y debemos avanzar hacia atras hasta encontrar el comienzo de cédigo de Huff-
man anterior en 7’. Como B[11] = 1, la posicién inmediatamente anterior es i =
51 — rank(B,51) + rank(B,11) = 51 — 26 + 7 = 32. Como Bh[32] = 0, esta posi-
cién no es el comienzo de un cédigo y debemos seguir hacia atras. Pasamos luego a la
posicion 12 = 32 — rank(B, 32) + [i < px]. Como Bh[12] = 0, seguimos hacia atras a la
posicién 6 = 12 — rank(B,12) + [i < px]. Ahora tenemos que Bh[6] = 1, por lo tanto
esta posicion corresponde al comienzo de un cédigo. Asignamos entonces d =d+1 = 1.
A su vez, tenemos que S[rank(Bh,i)] = S[3] = 1, por lo que la posicién del texto
correspondiente a esta posicién esta en el conjunto de muestra. Retornamos entonces
d + ST[rank(S,rank(Bh,i))] = 1+ ST[rank(S,3)] =1+ ST[2] =1+ 9 = 10, que es la
posicion de una ocurrencia de [a en T'. Este proceso se repite para las demas ocurrencias

comenzando desde las posiciones 13 = selectnext(Bh,12) y 14 = selectnext(Bh, 14).

Algoritmo FM-Huffman Position (i, B, Bh, S, ST)
d=0
while S[rank(Bh,i)] do
do if B[i] =0 then i=rank(B,i)+ [i < py]
else i =n' — rank(B,n’) + rank(B, 1)
while Bh[i]| =0
d=d+1
return d+ ST[rank(S,rank(Bh,1))]

N Wy

Fig. 4.3: Algoritmo para reportar la posicién en el texto de una ocurrencia en B[i]. Este algo-
ritmo se llama para cada i = select(Bh,r + k), 1 < k < occ, r = rank(Bh, sp — 1).

4.5. Mostrando una subcadena del texto

Ademas de conocer el nimero de ocurrencias y las posiciones de un patron en el

texto, resulta ttil contar con el contexto alrededor de la ocurrencia. Dado que los auto
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Fig. 4.4: Encontrando la posicién de la ocurrencia B[11].
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indices reemplazan el texto, en general se necesita extraer cualquier subcadena del indice
mismo. El Indice FM puede mostrar una cadena de largo L en tiempo O (o (L+log' ™ n)),
mientras que el CSA lo puede hacer en tiempo (L + log®n). Utilizando las mismas
estructuras necesarias para reportar las posiciones, es decir, (1 4+ €)n bits adicionales
a la estructura original, el Indice FM-Huffman puede mostrar una cadena del texto
en tiempo O(Llogo + logn) sumado al tiempo necesario para encontrar la posicién
de una ocurrencia. En promedio, suponiendo que se tienen posiciones aleatorias del

texto, la complejidad temporal de mostrar una subcadena del texto se transforma en
O((Ho + 1)(L + Llogn)).

Para mostrar una subacadena T'[l...r| de largo L del texto primero se debe ubicar la
menor posicién del texto que esta en la muestra y que es mayor que r. Esto se hace me-
diante una busqueda binaria en T'S. Dado el valor T'S[j] encontrado, la correspondiente
posicién en el texto es ST [rank(S,rank(Bh,TS[j]))]. La posicién en A’ de la primera
posicién del texto que sigue a r y que esté en la muestra es ¢ = T'S[j]. Luego, nos move-
mos hacia atrds en 7" mediante el mapeo LF', hasta encontrar el primer bit del cédigo
correspondiente a T[r + 1]. Esto implica realizar a lo més O<%(H0 + 1) log n) pasos.
Ahora continuamos hacia atras para obtener las L posiciones anteriores en T’ recorrien-
do T" y recolectando los bits hasta encontrar el primer bit del cédigo correspondiente a

T[l]. La cadena de bits recolectada se decodifica para obtener T[l...r].

Cada uno de los L caracteres implica un costo de tiempo O(Hy+ 1) en promedio pues
se obtienen los bits de cada cédigo uno por uno. En el peor caso el costo es O(logn),
u O(log o) utilizando las técnicas descritas en el capitulo 4.3. La complejidad temporal
total es O((Ho + 1)(L + 1)) en promedio y O(Llogo + (Ho + 1)1 logn) en el peor caso.

Algoritmo FM-Huffman Display (l,r, B, Bh,S,ST,TS)
L. j=min{k,ST[rank(S,rank(Bh,TS[k]))] > r //busqueda binaria
2. i=TS[j]

3. p= ST[rank(S,rank(Bh,1i))]

4. L={()

5.  while p>1do

6. do L=DBJi-L

7. if Bli] =0 then ¢ =rank(B,i)+ [i < py]
8. else i = n' — rank(B,n’) + rank(B, )

9. while Bh[i| =0

10. p=p—1

11. decodificar los primeros r — [ + 1 caracteres de L

Fig. 4.5: Algoritmo para extraer T[l...r].

La figura 4.5 muestra el algoritmo para mostrar una subcadena de T en pseudocddi-
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go. Siguiendo con el mismo ejemplo de la figura 4.4, supongamos que quisiéramos mos-
trar una subcadena del texto alrededor de una de las ocurrencias encontradas de la
en T'[10], por ejemplo T'[8...13]. Hacemos una bisqueda binaria en 7'S y encontramos
que T'S[5] = 22 corresponde a la posicién del texto ST[rank(S,rank(Bh,TS[5]))] =
ST[rank(S,rank(Bh,22))] = ST[rank(S,9)] = ST[4] = 16, la cual es la menor po-
siciéon en la muestra que es mayor que 3. Aplicamos entonces el mapeo LF desde
BJ[22], recolectando todos los cddigos de Huffman correspondientes a los caracteres
T[15],T[14],...,T[8]. Partiendo de B[22], el mapeo LF nos llevaria sucesivamente por
los bits B[22|B[39]B[15|B[35]B[23].... Los bits recolectados son 10101, los que dados
vuelta corresponden a la codificacién de T'[13...15] = ala. Se sigue este proceso hasta
llegar a T[8].



Capitulo 5

IMPLEMENTACION

En esta seccién se mencionan algunas consideraciones con respecto a la implementa-
cién del Indice FM Huffman.

5.1. Supuestos

Durante la implementacién del prototipo del indice FM-Huffman, se tomaron los

siguientes supuestos:

s Kl alfabeto de los textos con que trabaja el indice es el alfabeto ASCII.

= El largo de los bloques en que se dividen los arreglos de bits B y Bh para el calculo
de la funcién rank en tiempo constante nunca sera mayor que el largo de la palabra
de méaquina. Recordemos que este largo b se calcula como b = |log(n)/2|. Esto
implica que el arreglo de dos dimensiones Rp, que almacena para cada posible
cadena S de bits de largo b y para cada posicién i, el valor de rank(S, i), puede
utilizar como indice de la cadena una variable de tipo long. Esta es una suposicion
valida si se considera que para que el valor de b sea mayor a W = 32, el texto

comprimido tendria que tener un largo de méds de 25! bytes.

= El arreglo de sufijos del texto comprimido, si bien no se almacena en el indice, se
calcula en el proceso de construccion de éste. Ademas, ciertas posiciones del arreglo
de sufijos se almacenan en el arreglo T'S, utilizado para mostrar una subcadena
del texto. Se supone que un nimero que indica una posicién del arreglo de sufijos,
asi como también sus valores, puede ser representado con una variable de tipo
long, usualmente de 32 bits. Esto implica que el arreglo de sufijos, y por lo tanto
el texto comprimido no puede tener mas de 232 bits. Considerando que el texto
comprimido ocupa aproximadamente 0,65 veces el tamano del texto original, esto

implica que este texto no puede ocupar, de igual manera, mas de 232 bits.
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5.2.  Calculo del arreglo de sufijos

El arreglo de sufijos A" del texto comprimido almacena en orden lexicografico de los
sufijos de T”, las posiciones donde éstos comienzan. Si [T’| = n/, el arreglo de sufijos
debera almacenar n’ nimeros enteros. Usualmente un nimero entero sin signo ocupa 32
bits, por lo que el arreglo de sufijos ocupa 32n’ bits. Si consideramos que un tamano
razonable de memoria RAM son 512 Mb (=4.294.967.296 bits), mientras se calcula
el arreglo de sufijos sélo podriamos almacenar en memoria real el arreglo de sufijos
correspondiente a un texto comprimido de 4.294.967.296/32=134.217.728 bits, es decir,
16 Mb. Si es que se trata de un texto en inglés, un texto comprimido de este tamano

corresponde a un texto de aproximadamente 24,6 Mb.

Laidea de un indice es poder permitir busquedas de manera extremadamente eficiente
en comparacién a cualquier algoritmo de busqueda secuencial o en linea. La ventaja del
indice sobre estos algoritmos se hace notoria mientras mas grande es el archivo donde
se busca. Es por esto que es necesario que se pueda construir el indice sobre archivos

bastante mas grandes que 24 Mb.

Si es que el arreglo de sufijos cabe en memoria principal, la forma natural de cal-
cularlo es comenzar con un arreglo que contenga todas las posiciones de T” y luego
ordenarlo comparando lexicograficamente en cada paso la cadena de bits a que apunta

cada posicion.

Cuando el arreglo de sufijos no cabe en memoria se debe llevar a cabo otra estrategia.
La forma en que se implemento6 el calculo del arreglo de sufijos en este indice fue la

siguiente:

Si el arreglo cabe en memoria, se calcula en memoria de la forma descrita anterior-
mente. De lo contrario, se calcula el arreglo en bloques que se almacenan en memoria
secundaria. Los bloques se determinan segin los prefijos de un largo determinado de
cada sufijo de T". Si para la construccién del arreglo se utilizan b bloques, los sufijos
de T" se separan segun el prefijo de largo logb de cada sufijo. En el bloque b; estaran
los sufijos que comienzan con la codificacion binaria de i. Por ejemplo, si el niimero
de bloques es 8, el bloque 0 corresponderd a los sufijos que comienzan con 000, el 1 a
los sufijos que comienzan con 001 y asi sucesivamente. Por simplicidad se supone que el
numero de bloques es una potencia de dos. Si para construir el arreglo de sufijos bastan v’
bloques se utilizaran b = 218”1 bloques. En general todos los bloques tendrén tamaifios
similares pues el nimero de sufijos de T que comienza con cada uno de los prefijos a
considerar para cada bloque es muy parecido. Si asi no fuera, y por ejemplo, el prefijo
000 fuera mucho més frecuente que los demés, 77 podria comprimirse nuevamente, pero

como 1" estd comprimido con Huffman, sabemos que su tamano es cercano a la salida
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de un compresor ideal, por lo que no puede ser compresible en forma significativa.

Para cada bloque, los sufijos correspondientes se buscan con el algoritmo de busque-
da secuencial Shift — And [27], y sus posiciones se almacenan en un arreglo de enteros.
Este arreglo se ordena como si fuera el arreglo de sufijos completo, es decir, comparando
en cada paso lexicograficamente los sufijos a los que apunta cada valor del arreglo. Una
vez terminado este proceso, se almacena el arreglo en disco y se continiia con el siguiente
bloque. Naturalmente, todos los sufijos correspondientes al bloque i son lexicografica-
mente menores a los del bloque 7 + 1, justamente porque los primeros comienzan con la
codificacién de 7, que es lexicograficamente menor a la codificacién de ¢ + 1. Al final de
este proceso, se tiene el arreglo de sufijos separado en bloques, almacenado en memoria
secundaria. Se almacena ademas en memoria un arreglo que indica para cada bloque la
posicién del arreglo de sufijos correspondiente al primer valor almacenado en ese bloque.
Cada vez que se necesita una entrada del arreglo de sufijos durante la construccion del
indice, se utiliza este arreglo para determinar en qué bloque se encuentra el valor que
se esta buscando, se trae el bloque desde memoria secundaria y se recupera el valor

buscado.

5.3. Funcion Rank

Recordemos de la seccion 2.6.1 que para el célculo en tiempo constante de rank
sobre un arreglo de bits B se divide el arreglo en bloques de tamafio b = |log(n)/2] y
estos bloques se agrupan en superbloques de largo s = b|logn|. Para cada superbloque
se almacena el nimero de bits encendidos hasta antes de ese superbloque, y lo mismo
se hace con cada bloque, pero contando sélo desde el comienzo del superbloque en que
esta contenido el bloque. Ademads, almacenamos una tabla con valores precalculados
para cada posible cadena de bits de largo b y cada posicién i dentro de ella. En total,
estas estructuras necesitan O(n/log n+nloglogn/logn++/nlognloglogn) = o(n) bits,
donde n = |B|. Si tenemos un arreglo de bits B de tamano 22 (64 megabits), el espacio

extra que ocupan estas estructuras es un 81,4 % del tamano original de la cadena.

En esta implementacién, utilizamos una solucién mas practica para esta problema
[29]. Notemos que la tabla de valores precalculados R, no hace mas que contar el nimero
de 1’s en una mascara de bits de largo b. Para una palabra de maquina de 32 bits,

probablemente la soluciéon mas eficiente para contar el niimero de 1’s es:
popc [x&0xFF] + popc[(x>>8)&0xFF] + popc[(x>>16)&0xFF] + popc[x>>24]

en la cual se supone que la palabra de maquina tiene 32 bits y popc es una tabla con
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valores precalculados con el numero de 1’s totales para todas las posibles cadenas de 8
bits. La idea es utilizar esta tabla para contar los 1’s en cada uno de las cuatro cadenas
de 8 bits de la palabra de 32 bits. Este procedimiento requiere de sélo 9 operaciones y
4 accesos a una tabla constante y es la solucion que se utiliza actualmente en la libreria
de Gnu g++'. La tabla R, almacenaba los valores precalculados de rank para todas las
cadenas de largo b y para todas las posiciones, por lo tanto, para contar las ocurrencias
dentro de un bloque, se miraba la entrada correspondiente al bloque y a la posicion
relativa dentro de ella. En este caso, esta solucién cuenta los bits encendidos en una
palabra de 32 bits. Entonces, para obtener el valor de rank hasta cierta posiciéon dentro
de ella, lo que se hace es, antes de llamar al procedimiento, hacer un and de la palabra
con una mascara que deja en cero todos los bits posteriores a la posicién relativa que nos
interesa. Se llama luego a este procedimiento con la palabra modificada, obteniéndose

asi el resultado deseado.

Dado que en la implementacién del indice reemplazamos R, por esta solucién, fijamos
b =W, donde W es el tamano de la palabra de maquina. En teoria debiéramos tener
superbloques de largo s = W logn|, sin embargo, en la préctica resulta util tener
superbloques que contienen 8 bloques, es decir, de tamano igual a 256 bits cuando
W = 32. La ventaja de tener superbloques de 256 bits radica en que la estructura
Ry, puede implementarse con un arreglo de bytes, pues una entrada de este tipo puede
codificar un niimero menor o igual a 256. Entonces, no se hace necesario el uso de una
estructura de bits que provea de un acceso a cadenas de un largo variable de bits, sino
que se utiliza un arreglo de bytes, haciendo mas eficiente el calculo de Rank. El arreglo
R se implementa con un arreglo de uint (enteros sin signo), variable de 32 bits. El
arreglo R, necesita entonces [n/256|W = n/8 bits aproximadamente, mientras que el
arreglo R, necesita [n/256] - 8 - 8 = n/4 bits aproximadamente. La tabla precalculada
para rank tiene 28 = 256 entradas, con una variable de tipo char para cada una de ellas,
ocupando un total de 256 x 8 = 2048 bits.

Con respecto a las estructuras originales, el nuevo arreglo R, ocupa maés espacio que
el original, sin embargo, existe una considerable reduccién del espacio del arreglo R, con
respecto al original, lo que hace que estas estructuras ocupen menos espacio que las de
la solucién tedrica. En ambos casos, los espacios ocupados por R, y las tablas popc son
despreciables con respecto a los de los arreglos R, y R;, cuando n es lo suficientemente
grande. Por ejemplo, para un arreglo de bits de largo 20 (64 megabits), el espacio
ocupado por las estructuras para rank seria ahora un 37,5 % del tamano de la cadena
de bits. Este porcentaje se mantiene para cualquier valor lo suficientemente grande de

n tal que el espacio ocupado por la tabla popc es irrelevante.

L http://www.gnu.org
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5.4. Funcion SelectNext

Al igual que la funcién rank, la funcién selectnext puede calcularse en tiempo cons-
tante utilizando algunas estructuras auxiliares. En la implementacién de este indice no
se incluyen todas las estructuras, sino que s6lo una tabla ¢, similar a la tabla N,, que
contiene para las posibles cadenas de bits de largo 8, la posicién del primer bit encendido,

es decir, t[i] = selectnext(i,0).

Si B es un arreglo de n bits representado por un arreglo de variables de tipo long,
para calcular selectnext(B,1), ubicamos la palabra donde esta ubicado i en el arreglo.
Hacemos shift a esa palabra para que sélo queden los bits a partir del bit correspondiente
a 1. Si esta palabra truncada es distinta de 0, hay un bit encendido en ella, por lo que
calculamos la posicién del primer bit encendido a partir de ¢ utilizando la tabla. De otra
manera, avanzamos en el arreglo de long hasta encontrar una palabra que sea distinta
de 0. Llamemos p[1 ... 32| a la palabra encontrada. Si consideramos que una palabra de
maquina tiene 32 bits, la tabla ¢ nos permite calcular en tiempo constante selectnext
sobre una cuarta parte de una palabra de maquina. Entonces, miramos los primeros 8
bits de la palabra, si éstos son distintos de cero, miramos en la tabla la posicion del
primer bit encendido en esta cadena. Si esta cadena era cero, miramos los segundos 8
bits, y asi sucesivamente. Como sabemos que la palabra completa es distinta de cero,
por lo menos existe un bit encendido en alguna de las 4 cadenas de 8 bits de la palabra.
Cuando encontramos un bit encendido sumamos la cantidad de bits correspondientes a la
cantidad de palabras iguales a 0 que encontramos durante la bisqueda de p y retornamos

el valor. Si ninguna palabra es distinta de cero, retornamos n + 1.

Recordemos que la funcién selectnext se utiliza exclusivamente sobre el arreglo Bh,
el cual contiene un 1 en cada posicién en que empieza un codigo de Huffman. El largo
promedio de un cédigo de Huffman depende de la naturaleza del texto que se haya
comprimido. En un texto en inglés, el largo promedio de un cédigo es de 5 bits. Es decir,
en Bh habra, en promedio, un bit encendido por cada 5 bits. Dada la forma en que se
ordena B, se puede considerar que la ubicacién de ceros y unos en Bh es casi aleatoria.
Por esto, buscar una palabra en el arreglo de bits que sea distinta de cero toma tiempo
constante con alta probabilidad. Cuando ya tenemos la palabra p donde sabemos que
hay un bit encendido, en el peor caso debemos evaluar tres veces si una cadena de 8 bits
es cero y mirar una vez la tabla ¢ para entregar el resultado. Por lo tanto, en la practica,
calcular selectnext utilizando la estrategia descrita toma tiempo constante y tiene como
ventaja que sélo se utilizan 8 x 2% bits extra, almacenando la tabla como un arreglo de

variables de tipo char.
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5.5. Peor caso versus caso promedio

En la seccién 4.3 se describe una estrategia para asegurar que la busqueda de un
patrén en el texto tome tiempo O(mlogo) en el peor caso. Esto se logra modifican-
do el arbol de Huffman de manera que todos los arboles con cierta profundidad ¢ se
transformen en arboles perfectamente balanceados. La profundidad del arbol es a lo mas

(t+1)logo. Como t es constante, la biisqueda toma tiempo O(mlogo) en el peor caso.

Si bien es cierto que la complejidad de tiempo de la busqueda en el caso promedio
se mantiene igual, el tiempo promedio con esta modificacion es ligeramente superior al

tiempo promedio con el arbol de Huffman original.

Existen algunas aplicaciones en las que es importante garantizar que el tiempo en el
peor caso estard acotado. Ejemplos de estas aplicaciones son las que proveen servicios en
tiempo real. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, resulta mas importante que
el tiempo sea bajo en el caso promedio. Es por esto que nos hemos centrado en minimizar

este tiempo, dejando de lado la técnica que asegura tener un peor caso acotado.



Capitulo 6

HUFFMAN K-ARIO

La idea de comprimir el texto utilizando la codificaciéon de Huffman en el Indice FM
Huffman antes de construir el indice es eliminar la dependencia exponencial del tamano
del alfabeto del Indice FM. La codificacién de Huffman utilizada es una codificacién
binaria, es decir, se utilizan dos simbolos para la codificacién de los simbolos originales.
Como se menciona en la seccién 2.5, la codificacién de Huffman puede hacerse utilizando
mas de dos simbolos. En general, cada simbolo original puede ser codificado utilizando
una cadena en {0,1,...,k — 1}*. Se dice entonces que se utiliza una codificacién k-aria.
Hasta ahora hemos visto como se puede implementar el Indice FM Huffman cuando se

comprime el texto con una codificacién binaria, es decir, cuando k = 2.

Resulta interesante estudiar como se comporta el indice cuando se utiliza una codifi-
cacion de méas simbolos, tanto en espacio como en tiempo. Primero, algunas estructuras
reducen su tamano a medida que se aumenta el nimero de simbolos utilizados en la
codificacién, como es el caso de Bh, cuyo tamanio es 1/[log k | veces el tamano original,
pues al tenerse mas simbolos en la codificacion, los codigos de Huffman resultan mas
cortos y por lo tanto 7" tiene menos simbolos. Por otra parte, existird un aumento en
el requerimiento de espacio debido a que ahora se necesitaran estructuras que permiten
calcular Rank sobre B en tiempo constante para cada simbolo de la codificacién, mien-
tras que antes se necesitaba una unica estructura para la cadena de bits. A su vez, al
aumentar k el nivel de compresion se hace peor, aumentanto el tamano de B y aumen-
tando aun mas el espacio ocupado por las estructuras de Rank sobre éste. El tiempo de
busqueda es proporcional al largo del patrén. Como ahora el patrén se codifica con mas
simbolos, tiene un largo menor que con la codificacién binaria. Por lo tanto, el tiempo

de busqueda se reduce a medida que aumenta el nimero de simbolos de codificacién.

Se puede ver entonces que se tienen diferentes compromisos relevantes entre tiempo y
espacio dependiendo del valor de k£ que se use. Por esto, seria interesante estudiar como

se comporta el indice para distintos valores de k.

En este capitulo se describe la estructura y algoritmos del Indice FM Huffman cuando
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se utiliza una codificacién de k simbolos para comprimir el texto. Al indice resultante lo

llamaremos Indice FM Huffman k-ario.

6.1. La estructura del indice

Supongamos que tenemos un texto 71" de largo n al cual le concatenamos un simbolo
terminador $ al final. Comprimimos este texto con Huffman k-ario. El texto resultante
T" tendrd ahora un largo de n’ < (Hék) +1)n simbolos, donde H(()k) es la entropia de orden
cero del texto, calculada con logaritmo en base k. Es decir, Hék) =—> 7, Mlog, (%) =
Hy/log, k. Llamamos Th al arreglo de bits que, al igual que antes, almacena las posicio-
nes de los comienzos de cddigos de Huffman en 7”. Es decir, Th[i] = 1 si y sélo si T"]i]

es el comienzo de una palabra de la codificacién. Th también tiene largo n’'.

Aplicamos entonces las transformacién de Burrows-Wheeler para obtener B = (T")%!.
Calculamos para ello el arreglo de sufijos A" sobre T”. Recordemos que el arreglo de su-
fijos A'[1...n'] es una permutacién de los ntdmeros 1...7n" tal que T'[A'[i]...n']] <
T'[A'[i + 1] ...7/]] en orden lexicografico, para todo 1 < i < n’. Al igual que en el Indi-
ce FM Huffman original, no almacenamos el arreglo de sufijos sino que almacenamos
el arreglo de simbolos B[1...n'] tal que B[i] = T'[A'[i] — 1], con la excepcién de que
Bl[i| = T'[n'] si A'[i] = 1. Es decir, la posicién i de B almacena el c6digo del cardcter que
estd justo antes del codigo del caracter A’[i]. También se representa el arreglo de bits
Bh[1...7n/] tal que Bh[i] = Th[A[i]]. Recordemos que este arreglo dice si la posicién i

de A’ apunta a un comienzo de palabra de codificacién de Huffman.

Veamos cual es el tamano de estas estructuras. Naturalmente, cada simbolo de la
codificacién de Huffman debe a su vez codificarse con k' = [log k| bits. Por lo tanto, el
espacio ocupado por 7", y por lo tanto B, es nj = n’ x k’. Sin embargo, las estructuras
Th y Bh s6lo necesitan un bit por simbolo de T’ y B respectivamente, por lo que su
tamano en bits es n’. Por lo tanto, el espacio ocupado por las estructuras B y Bh es
n+nxkE=n1+F)< n(Hék) + 1)(1 + log k). Recordemos que el espacio ocupado
por estas estructuras para la versién original del indice era 2n(Hy + 1). Es interesante
notar que la relacién n(Hék) +1)(1+1logk) < 2n(Ho+1) se cumple cuando el valor log k
estd entre 1 y Hy. Es decir, esto nos da una idea de el valor de k a utilizar para que las
estructuras B y Bh ocupen menos espacio que las del indice con k£ = 2, dependiendo de

la entropia del texto sobre el cual se quiere construir el indice.
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6.2. Arreglo C y funcién Occ

Al igual que en la versién original de este indice, la idea es buscar en B tal como se
hace con el Indice FM. Para ello necesitamos el arreglo C'y la funciéon Occe. En la version
del indice con codificacién binaria de Huffman, C' no se necesitaba, pues C[0] = 0 y
C[1] = n' — rank(B,n'), es decir, el nimero de 0’s en B. La funcién Oce se calculaba
utilizando la funcién rank, Oce(B, 1,i) = rank(B,i) y Occ(B,0,1) =i —rank(B,i). En
este caso si necesitamos el arreglo C'y ya no podemos calcular Oce con una funcién que
nos entrega el ntimero de 1’s en un arreglo de bits. Tendremos entonces un arreglo C'
tal que C[c] es el nimero de ocurrencias de los caracteres 0,1,...,¢— 1 en B. Es decir,
Cl0] =0y C[c¢] = Cle—1]+Oce(B, ¢,n’). Necesitamos almacenar C[c] para cada uno de
los simbolos de la codificacién de Huffman, por lo tanto el arreglo C' ocupa un espacio
de O(klogn) bits.

Para el célculo de la funcién Occ podemos hacer algo similar a lo que se hace en la
version del indice para k = 2. Procesamos B de igual manera a la que se hacia para
la funcién rank, pero esta vez almacenamos arreglos con valores precalculados de las
ocurrencias de los caracteres 0,1,...,k — 1. Tendremos entonces arreglos Ry, Ry y R,
para cada uno de los simbolos de la codificacién de Huffman. Como cada una de estas
estructuras ocupa o(n') bits, tenemos que en total, estas estructuras ocupan o(kn') =
o(k;Hék)n) bits. Bh es procesado de igual manera que para la version original, pues sélo
necesitamos saber la cantidad de 1’s hasta cierta posicién para saber cuantas ocurrencias
reales hay en un intervalo en B. Las estructuras de rank de Bh agregan otros O(H(gk)n)
bits. En total, la estructura ocupa a lo sumo n(H(()k) + 1)(1 +logk) + o(Hék)n(k: +1))
bits.

6.3. Bisqueda de patrones

Para buscar un patrén P, primero obtenemos P’ codificando P con la misma codifi-
cacion utilizada para T'. El largo de P’ serd m’ simbolos. Suponiendo que el patrén y el

texto tienen la misma distribucidn, se tiene que m’ < m(Hék) +1).

La busqueda de P’ se realiza de igual manera que en el [ndice FM, utilizando el
mapeo LF mediante el arreglo C' y la funcién Occ. Al igual que en el caso del Indice
FM Huffman original, debido a que no estamos colocando un terminador a la secuencia
codificada, debemos corregir el mapeo LF. Como al construir los cédigos de Huffman
podemos asignar un 1 o un 0 arbitrariamente a un determinado cédigo (ver seccién 2.5),

podemos asegurar que el tltimo simbolo de la codificacién del terminador $ de T serd 0.
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Entonces, para corregir el mapeo LF sumamos 1 a C[0] + Occ(B, 0, ) cuando i es menor

a la posicion py tal que A'[py| = 1.

Una vez obtenido el intervalo [sp, ep] resultante de la bisqueda, debemos eliminar
posibles ocurrencias de P’ que no comienzan en posiciones marcadas como comienzos
de coédigos de Huffman. El ntimero correcto de ocurrencias es, al igual que en la version

original, rank(Bh, ep) — rank(Bh, sp — 1).

El tiempo de busqueda es proporcional al largo del patrén, es decir el tiempo es
O(m(H(()k) +1)). Como Hék) = Hy/log k, se cumple que para todo k > 1, H(gkﬂ) < Hék).
Entonces, mientras més simbolos se utilicen en la codificaciéon de Huffman, menor sera el

tiempo de busqueda. Cabe mencionar que este tiempo nunca serd menor que O(m).

La figura 6.1 muestra el algoritmo de bisqueda en pseudocddigo.

Algoritmo FM-Huffman(k)_Search (P, B, Bh)

1. i=m

2. sp=1l;ep=n'

3. while((sp <ep)and (i >1)) do

4. ¢ = P'[i]

5. if ¢ =0 then

6. sp=0cc(B,c,sp—1)+ 1+ [sp—1 < py]
7. ep = Oce(B, ¢, ep) + [ep < py]

8. else

9. sp = Clc] + Oce(B,c,sp— 1)+ 1

10. ep = C[c] + Occ(B, ¢, ep)

11. 1=1—1

12. if ep < sp then occ =0 else occ = rank(Bh,ep) — rank(Bh,sp — 1)
13. if occ =0 then return “no se encontrd”

14. else return “se encontraron (occ) occurrencias”

Fig. 6.1: Algoritmo para contar el nimero de occurrencias del patrén P’[1...m'] en el texto
T[1...n'] en el Indice FM Huffman k-ario.

6.4. Reporte de posiciones de las ocurrencias

Para reportar las posiciones de las ocurrencias encontradas en la buisqueda se sigue

el mismo procedimiento que en la versién original del indice.

Recordemos de la seccién 4.4 que las occ ocurrencias encontradas corresponden a los
bits encendidos en Bh[sp...ep| en las posiciones pos; = selectnext(Bh, sp) y posii1 =

selectnext(Bh,pos; + 1). Para encontrar las posiciones en el texto correspondientes a
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cada posicion de una ocurrencia en Bh, necesitamos las estructuras auxiliares ST y S.

Estas estructuras se calculan de igual manera que en la version original del indice. Se

en
2logn

la restriccién de que se eligen sélo comienzos de cédigos de Huffman. En un arreglo

toma una muestra de | | posiciones de T" a intervalos regulares, con € > 0, con
TS se almacenan las posiciones de A’ que apuntan a las posiciones elegidas de T". Al
igual que antes, este arreglo necesita (1 4 o(1)) bits. Entonces, almacenamos en ST
las posiciones del texto T' correspondientes a cada entrada de T'S ordenado en forma
creciente, necesitdndose para ello ' bits. El arreglo S indica si una posicion de A’ que
apunta a un comienzo de codigo de Huffman esta en la muestra o no. Este arreglo necesita
n bits.

Para encontrar una posicion del texto a partir de una posicién i de Bh, al igual
que en el indice original, se determina si esa posicién estd o no en la muestra con el
arreglo S. Si la posicién estd en la muestra, se recupera la posicién del texto como
ST[rank(S,rank(Bh,i))]. Si la posicién no esta en la muestra, se determina la posicién
i’ tal que A'[i'] = A'[i] — 1, lo que corresponde ahora a moverse un simbolo hacia atras
en T". Se repite esto hasta llegar a un comienzo de palabra. Si esta posicién esta en la
muestra se reporta la posicién en T con el arreglo ST'. Si es que la posicién no esta en
la muestra, se sigue hacia atras hasta encontrar una posicion que esté en la muestra.
Este proceso debe finalizar luego de O (%(Hék) +1) log n) pasos, pues ésta es la distancia

maxima entre dos posiciones de T” que estan en la muestra.
Para encontrar la posicién i’ tal que A'[i'] = A'[i] —1, al igual que en el Indice FM, se
debe calcular el mapeo LF', es decir i’ = C[Bli|] + Occ(B, Bli], ). La figura 6.2 muestra

el algoritmo de reporte de una posicion en pseudocddigo. Este algoritmo toma tiempo
O(%(Hék) + 1) log n) en el peor caso.

Algoritmo FM-Huffman _Position(k) (i, B, Bh, S, ST
1. d=0

2. while S[rank(Bh,i)] do

3. do c¢= BJi]

4. if ¢=0 then

5. i = Occ(B,c,i) + [i < py]
6. else

7. i = Clc] 4+ Occe(B, ¢, 1)

8. while Bhli] =0

9. d=d+1

10. return d+ ST[rank(S,rank(Bh,1))]

Fig. 6.2: Algoritmo para reportar la posicién en el texto de una ocurrencia en B[i]. Este algo-
ritmo se llama para cada i = select(Bh,r + k), 1 < k < occ, r = rank(Bh, sp — 1).
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6.5. Muestra de una subcadena del texto

La muestra de texto en el Indice FM Huffman k-4rio funciona igual que en el Indice
FM Huffman original, con la diferencia de que debemos modificar el mapeo LF al igual

que en la busqueda y el reporte de posiciones.

Para mostrar una subcadena Tl ...r] de largo L ubicamos la primera posicién del
texto que es mayor que r y que esta en la muestra, mediante una busqueda binaria en T'S.
A partir de la posicién de A’ correspondiente a al valor encontrado en 7S nos movemos
hacia atras en 7" mediante el mapeo LF' hasta llegar al primer simbolo del codigo de
T|r + 1]. Este procesto toma a lo més O(%(Hék) + 1) log n) pasos. Luego se continia
hacia atrds en T” recolectando los simbolos de los c6digos de Huffman hasta llegar al
primer simbolo de T'[l]. Esta cadena de simbolos se decodifica para obtener T'[...r].
Para moverse hacia atras en T", utilizamos el mapeo LF :i = C[B[i]| + Oce(B, Bli], ).

La figura 6.3 muestra este algoritmo en pseudocédigo.

El tiempo que toma este algoritmo es O((Hék) + 1)(L + Llogn)) en promedio y
O(Llogo + (Hék) +1)Llogn) en el peor caso.

Algoritmo FM-Huffman Display (I,r, B, Bh,S,ST,TS)
1. j=min{k, ST[rank(S,rank(Bh,TS[k]))] > r //bisqueda binaria
2. i=TS[j]

3. p=ST[rank(S,rank(Bh,i))]

4. L={()

5.  while p > 1 do

6. do c¢= BJij]

7. L=c-L

8. if c=0then = Occ(B,c,i)+ [i < py]
9. else i = C|c¢] 4+ Oce(B, ¢, 1)

10. while Bh[i| =0

11. p=p—1

12. decodificar los primeros r — [ 4+ 1 caracteres de L

Fig. 6.3: Algoritmo para extraer T[l...r]|.

6.6. Implementacion

Al igual que la implementacion del Indice FM Huffman original, esta implementacion
difiere en algunos aspectos de la estructura teérica del indice. El principal aspecto en el

cual la implementacion no sigue la estructura tedrica es en la funcién Rank. Recordemos
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que para calcular en tiempo constante la funcion Rank dividimos los arreglos de bits
en bloques de largo b = [log(n)/2] y estos bloques se agrupan en superbloques de
largo s = b|logn|. Para cada superbloque almacenamos el nimero de bits en 1 hasta el
comienzo del superbloque en un arreglo R,. Para cada bloque, almacenamos el nimero de
bits en 1 hasta el comienzo del bloque, desde comienzo del superbloque correspondiente
en un arreglo R,. Ademds, almacenamos el arreglo R, con los valores precalculados de
Rank para cada posible cadena de largo b y para cada posicion dentro de ella. En el
caso de las estructuras calculadas para Bh, los arreglos son idénticos a los del Indice FM
Huffman original, es decir, se calculan para contar la cantidad de unos en un arreglo de
bits. Tal como se hizo con la implementacién del indice original, la estructura R, no se
utiliza. En cambio, se utiliza una tabla con valores precalculados de Rank para todas
las cadenas de 8 bits. Esta tabla se utiliza para calcular el nimero de 1’s en una cadena
de 32 bits, sumando los 1’s en las cuatro cadenas de 8 bits de ella. Se eligen entonces los

bloques de largo b = 32. Los superbloques se eligen de largo s = 256 bits.

En el caso de las estructuras para el arreglo B, ya no se necesita saber cuantos unos
hay hasta cierta posicion, sino que interesa saber cuantas ocurrencias de un determinado
simbolo de codificacién hay hasta una posicién dada. En teoria, para cada simbolo ¢ de
la codificacién se calcula los arreglos R;|c]|, Rs[c] v R,[c], que juegan los mismos papeles
que los arreglos para Rank de Bh, pero que almacenan las ocurrencias del simbolo ¢
hasta ciertas posiciones. La idea es que si la cadena B tiene n simbolos, los bloques seran
de largo b = |log,(n)/2]. Entonces, deberfamos almacenar en R,[c], las ocurrencias de ¢
para cada cadena posible de b simbolos y para cada posicién dentro de ella. Sin embargo,
al igual que con las estructuras de Rank para Bh, la estructura R, no se utiliza. En
esta implementacion, al igual que en la version original del indice, se eligen los bloques

de largo b = 32 simbolos y los superbloques de largo s = 256 simbolos.

En vez de utilizar el arreglo R, para cada simbolo, se calculan tablas para cada
simbolo que almacenan el nimero de ocurrencias del simbolo en cadenas de un largo
menor a b simbolos, dependiendo este largo del valor de k. Por ejemplo, para k = 4, se
calculan tablas que almacenan el nimero de ocurrencias de cada simbolo en cadenas de
8 bits. Para calcular el nimero de simbolos en un bloque de 32 simbolos, dependiendo
de la posicion relativa dentro del bloque, tendremos que calcular el niimero de simbolos
en una o las dos palabras de 16 simbolos que componen el bloque. Se utilizan entonces
estas tablas precalculadas para este propdsito. En general, cuando el niimero de bits que
ocupa un simbolo, es decir, log k, es potencia de dos, el reemplazo de R, puede hacerse
con tablas que dividan una palabra de maquina en partes iguales. Por ejemplo, para
k = 16, se pueden seguir utilizando tablas que cuenten el niimero de ocurrencias de cada

simbolo en cadenas de 8 bits. Cuando k no es de esta forma, por ejemplo, para k = 8,
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la solucion debe ser distinta. Una cadena de 8 bits ya no contiene un nimero entero
de simbolos, pues cada uno de ellos ocupa 3 bits, por lo que hay que pensar en largos
distintos para las tablas popc de cada simbolo. Podriamos por ejemplo precalcular las
ocurrencias de cada simbolo para cadenas de 9 bits, pero ya no podriamos hacer los
calculos de rank en un bloque tan directamente, pues tendriamos que manejar los bits
de cada una de las tres palabras de maquina que conforman el bloque de manera distina.
Entonces, para los casos en que log k no es potencia de dos, el conteo de ocurrencias de

un numero de simbolos en un bloque se hace mas lento.

Aligual que para el caso de k = 2, para calcular Oce(B, ¢, ), se suman las ocurrencias
almacenadas en los arreglos Ry y Ry, correspondientes a los superbloques y bloques donde
se encuentra i, y luego, utilizando las tablas precalculadas, se suman las ocurrencias de

¢ en las cadenas de 32 simbolos.

Veamos el espacio que ocupan los arreglos de Rank para un simbolo c¢. Si tenemos
un arreglo de bits B de n/ simbolos, teniendo bloques de 32 simbolos necesitaremos
(n'/256)W = n'/8 bits para Ry y (n//256) %8+ 8 = n'/4 bits para R,. El espacio extra es
de n’/8+n’/4 = 3n’/8 bits, pero como ahora B ocupa n'-log k bits, la fraccién de B que
ocupan estas estructuras es |Rank[c](B)|/|B| = (3n’/8)/(n’log k) = 3/(8log k), lo cual
disminuye a medida que aumenta k. Sin embargo, como se necesitan k arreglos Ry y Ry, el
espacio extra ocupado en total por la estructura es 3k/(8log k). Por ejemplo, para k = 4
se necesita un espacio extra de un 75 %, mientras que para k = 8 el espacio ocupado por
estas estructuras es igual al espacio ocupado por B. Para k = 16, el espacio es de un
150 %. Esto nos da una idea de lo que ocurre con el tamano total del indice a medida
que aumentamos k. Es importante mencionar que para k = 2 no se aplica esta férmula,
ya que este caso se trata de manera especial, utilizando sélo un arreglo para Rank para
contar el niimero de 1’s en B, y no uno para cada uno de los simbolos 0 y 1. El espacio
total de las estructuras de Rank para el Indice FM Huffman k-ario, incluyendo las de
Bh, implican un sobrecosto de 3(k+1)/(8log k). El espacio total del indice, es decir, los
arreglos B, Bh y sus estructuras para Rank, resulta ser (1+1/logk+3(k+1)/(8logk))

veces el espacio que ocupa el texto comprimido (n'log k).

Se podria esperar que si aumenta el nimero de simbolos, el tiempo de bisqueda se
reduzca a una razon de log k. Sin embargo, el calculo de Occ va disminuyendo su eficiencia
pues, como ya vimos, el calculo del niimero de simbolos dentro de un bloque se hace mas
lento, al tener que accesarse mas de una palabra de maquina. El acceso a R; y Ry sigue
siendo constante, pero ahora se necesitan en el peor caso logk accesos a una palabra
de maquina para el conteo dentro de los bloques. Esto pasa pues para tener bloques de
32 simbolos se necesitan 32log k bits, es decir, log k palabras de maquina. Entonces, la
complejidad tedrica de la bisqueda cambia de O(m(Hék) +1)) a O(mlog k:(Hék) +1)) =
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O(m(Hy + logk)), lo cual aumenta mientras k crece. Sin embargo, hay otras razones
por las cuales el tiempo mejora cuando se aumenta k, como por ejemplo que el tiempo
de acceso a Rs; y R, se mantiene igual, y al disminuir el nimero de llamadas a Occ,
dismimuye el tiempo total. Esto muestra que no se puede esperar un mejora inmediata

del tiempo de busqueda cuando se aumenta k.

Para evitar el tiempo de acceso a un bloque de log k palabras de maquina, podriamos
entonces definir los tamanos de los bloques de manera que ocupen 32 bits en vez de 32
simbolos, reduciendo asi este tiempo. El problema es que el espacio ocupado por los
arreglos R, v R, aumentaria. Por ejemplo, para k = 4, si se tienen bloques de largo
32 bits, es decir, 16 simbolos, y superbloques de 8 bloques, cada arreglo R necesitaria
el doble de entradas, y por lo tanto ocuparia n’//4 bits, mientras que cada arreglo R,
ocuparia n’/2 bits, haciendo un total de 3n’/4 bits, es decir, 3/8 veces el espacio ocupado
por B, lo que multiplicado por los 4 simbolos significaria un 150 % de espacio extra.
Entonces, no vale la pena aplicar esta estrategia, pues la mejora en velocidad no justifica

tal aumento de espacio.



Capitulo 7

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos de los experimentos realizados
con el indice. Se compard la eficiencia del Indice FM Huffman, en sus dos versiones, con
la de implementaciones existentes de otros indices, tanto en el conteo de ocurrencias,

reporte de posiciones y muestra de una subcadena del texto.

Los indices que se utilizaron en la comparacién fueron el Indice FM" [8] (implemen-
tacién de Gonzalo Navarro [16]), Indice LZ2 [16], CSA? [18] y RLFM* [22]°. Ademds
de estos indices, existen implementaciones del Indice CCSA [20], el Compact SA [28]
(ambos son variaciones del CSA), y la versién original del Indice FM [8]. El primero no
se utilizé porque es inferior al CSA. El segundo se descarté porque ocupa demasiado
espacio y el iltimo ocupa muy poco espacio, pero resulta demasiado lento, por lo que

no resulta comparable al Indice FM Huffman.

Se consideraron tres archivos de distinta naturaleza, uno de 80 Mb de texto en inglés,
uno de 60 Mb con secuencias de ADN y uno de 55 Mb de secuencias de proteinas. El
archivo de texto en inglés fue obtenido de la coleccion TREC-3% (Text Retrieval Confe-
rence), mas especificamente de los archivos W3J87-89. Los archivos de ADN y proteinas
fueron obtenidos de las base de datos BLAST del NCBI” (National Center for Biotech-
nology Information) de Estados Unidos. La secuencia de ADN de 60 Mb fue obtenida
del archivo month.est_others y la secuencia de 55Mb de proteinas fue obtenida del
archivo swissprot®. Los patrones para las biisquedas fueron elegidos aleatoriamente de

cada archivo.

Los experimentos se llevaron a cabo en un computador con 4 procesadores Intel(R)

L http://www.dcc.uchile.cl/~gnavarro/software /fmindex.tar.gz

2 http:/ /www.dcc.uchile.cl/~gnavarro /software/lzindex-1.1.tar.gz

3 http://www.dcc.uchile.cl/~gnavarro/software/sada.tar.gz

4 http://www.cs.helsinki.fi/u/vmakinen /software/rlfm.zip

® Los cédigos fuente, incluidos los de ambas versiones del FM Huffman se encuentran disponibles en
http://www.dcc.uchile.cl/~asalinge/codigolndices

6 http://trec.nist.gov/

7 http:/ /www.ncbi.nlm.nih.gov/

8 ftp://ftp.ncbi.nlm.nih.gov/blast /db/FASTA /
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Xeon(TM) CPU 3,06GHz con 512 Kb de cache y 2Gb RAM con el sistema operativo
Linux versién 2.6.10-gentoo-r4. La implementacion se realizé en el lenguaje C con el
compilador gee version 3.4.2 (Gentoo Linux 3.4.2-r2; ssp-3.4.1-1, pie-8.7.6.5), utilizando

la opcion de optimizacion -O9.

A cotinuacién se presentan algunas consideraciones sobre el espacio ocupado por el
Indice FM Huffman. Luego se muestran los resultados de tiempos de los experimentos

clasificados seguin tipo de busqueda.

7.1. Espacio del indice

Para los experimentos realizados se consideraron las versiones del Indice FM Huffman
para k = 2 y k = 4. Es importante senalar que sélo tiene sentido utilizar valores de &
que son potencias de dos. La razén de esto radica en que, al codificarse cada simbolo
con [logk] bits, si utilizdéramos un valor de k que no es potencia de dos, estarfamos
utilizando la misma cantidad de bits para codificar un simbolo que si hubiéramos elegido
como numero de simbolos la potencia de dos que sucede a k. Entonces, estariamos
desperdiciando la posibilidad de utilizar mas simbolos y asi lograr una mejor compresion

y por consiguiente, un menor espacio.

Si bien por razones de tiempo no se realizaron experimentos con mayores valores de
k, resulta interesante saber como se comporta el espacio ocupado por el indice cuando
se varia este parametro. La tabla 7.1 muestra los espacios como fraccion del texto para
distintos valores de k, para los tres archivos. Estos valores constituyen los requerimientos
de espacio de este indice para el conteo de ocurrencias y no incluyen las estructuras
necesarias para reportar posiciones y mostrar texto. Es importante senalar que no tiene
sentido utilizar un valor de £ mayor al tamano del alfabeto para codificar un texto

(incluyendo el terminador #).

Podemos ver que los espacios con k = 4 resultan ser los menores en los tres casos.
Luego de k = 4 el espacio de los indices aumenta, aunque manteniéndose en valores
razonables hasta kK = 16. Con k = 32 y k = 64 los indices ocupan demasiado espacio
como para ser comparables al resto. Si bien para k = 8 el espacio ocupado por el indice
resulta totalmente préactico, probablemente los tiempos con este valor no se reduzcan
con respecto a la version con k = 4, pues, como vimos en la seccién 6.6, la funcion Occ
resulta mas lenta, ya al contar las ocurrencias de los simbolos en un bloque, las cadenas
utilizadas para las tablas con valores precalculados ya no estan alineadas con las palabras
de méquina, por lo que se necesita hacer un manejo extra de los bits dentro de ellas y

por lo tanto, el conteo se hace menos eficiente. Para k = 16 el tiempo si podria reducirse
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k Fraccién del texto
Inglés | ADN | Proteinas
2 | 168 | 0,76 1,45

4 | 1,52 | 0,74 1,30

8 | 1,60 | 091 1,43

16| 184 | — 1,57
32 2,67 | — 1,92
64| 396 | — -

Tab. 7.1: Espacio ocupado como fraccién del texto por el Indice FM Huffman k-ario para
distintos valores de k. El valor correspondiente a la fila £ = 8 para ADN corresponde
realmente a k = 5, pues este es el total de simbolos a codificar para este archivo. A
su vez, el valor de la fila k£ = 32 para el archivo de proteinas corresponde en realidad
a k = 24, pues este es el total de simbolos a codificar.

pues nuevamente podemos sacar ventaja de las tablas precalculadas para cadenas de 8
bits para el conteo de ocurrencias dentro de un bloque. Al estar estas cadenas alineadas
con las palabras de maquina, el acceso a ellas resulta eficiente. Sin embargo, el conteo
de ocurrencias en un bloque se hace mas lento pues se tendrian que accesar en el peor
caso 4 palabras de maquina. Es importante notar que este valor de k sélo es relevante

para el texto en inglés y proteinas, pues para el texto de ADN no tiene sentido.

Resulta también interesante ver la relacion entre los espacios de cada estructura para
los valores de k = 2 y k = 4 y las razones de las diferencias entre ellos. La tabla 7.2
muestra los espacios utilizados por cada una de las estructuras de ambos indices para

los tres archivos considerados.

Podemos ver que el espacio ocupado por el indice con k = 4 es menor al ocupado por
el indice con k£ = 2. Esto se debe a que se reduce el espacio ocupado por la estructura
Bh, pues para k = 4, el texto comprimido tiene un largo casi igual a la mitad que el
texto comprimido para k = 4. Por consiguiente, la estructura de Rank para Bh también
reduce su espacio, en la misma proporciéon que lo hace Bh. El espacio ocupado por la
estructura B se mantiene casi igual para ambos casos, sin embargo, el espacio ocupado
por las estructuras de Rank para B ocupa aproximadamente el doble de espacio en
el caso de k£ = 4. Esto se debe a que si bien B tiene aproximadamente la mitad de
simbolos que para k = 2, se necesitan ahora arreglos R, y R, para los cuatro simbolos

de codificacion, siendo que antes se necesitaban esos arreglos para un sélo simbolo.

Para valores mayores de k, lo que ocurre es que el espacio de B aumenta pues al
utilizar mas simbolos la compresion se hace peor. A su vez, Bh disminuye a una razén
de aproximadamente log k, misma razén a la que disminuyen sus estructuras de Rank.

Sin embargo, el espacio de las estructuras de Rank de B aumenta mas rapidamente,
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Indice FM Huffman k = 2 Indice FM Huffman k = 4
Estructura Espacio [Mb] Espacio [Mb]

Inglés ‘ ADN ‘ Proteinas | Inglés ‘ ADN ‘ Proteinas
B 48,98 16,59 29,27 49,81 18,17 29,60
Bh 48,98 16,59 29,27 24,91 9,09 14,80
Rank(B) 18,37 6,22 10,97 37,36 13,63 22,20
Rank(Bh) 18,37 6,22 10,97 9,34 3,41 5,55
Total 134,69 45,61 80,48 121,41 44,30 72,15
Texto 80,00 60,00 55,53 80,00 60,00 55,53
Fraccion 1,68 0,76 1,45 1,52 0,74 1,30

Tab. 7.2: Espacio ocupado por las estructuras de los indices FM Huffman con 2 y 4 simbolos
de codificacién para los textos de inglés, ADN y proteinas. No se incluyen los es-
pacios ocupados por las tablas precalculadas de Rank, las tablas de Huffman, ni el
arreglo C para el Huffman k-ario, pues resulta despreciable con respecto a las demas
estructuras.

pues se necesitan k estructuras para un arreglo cuyo nimero de simbolos disminuye a
una razon de log k. Este aumento de espacio es el que determina que para valores altos

de k, el espacio total resulte tan alto.

7.2. (Conteo de ocurrencias

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos a partir del conteo de ocurrencias

ejecutado con cada indice para los tres archivos considerados.

Se muestra el tiempo de bisqueda para cada indice en funcién del largo del patrén a
buscar. El largo se vari6 de 10 a 100 y para cada largo se buscaron 1000 patrones distintos
elegidos aleatoriamente. Cada busqueda se repitié 1000 veces. Con esta muestra, con el
Indice FM Huffman se obtuvo un error promedio de un 1,9 % con un 95 % de confianza

para el texto de proteinas, un 3,1 % para ADN, y un 2,7 % para el texto en inglés.

La figura 7.1 muestra los tiempos de busqueda de un patrén en funciéon de su largo,
para cada indice, para cada uno de los tres archivos sobre los cuales se construyeron los
indices. El Inidce CSA requiere de un parametro de espacio para el conteo de ocurrencias.
El valor de este parametro que se eligié para la comparacién con los demas indices fue

el que determinara un espacio utilizado cercano al ocupado por el Indice FM Huffman.

Se muestra también el tiempo promedio de bisqueda por caracter buscado en funcion
del tamano del indice. Este tamano es el minimo que necesita cada indice para poder
operar con la funcionalidad de conteo de ocurrencias. A diferencia del CSA, los demas

indices no necesitan de un parametro que determine su tamano si es que sélo se pretende
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Tiempos de busqueda en un texto en ingles (80 Mb)
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Fig. 7.1: Tiempo de buisqueda en funcién del largo del patrén sobre un archivo de texto en inglés
de 80 Mb, un archivo de secuencias de ADN de 60 Mb, y un archivo de secuencias
de proteinas de 55 Mb. El el grafico correspondiente al texto en inglés, los tiempos
del Indice LZ no alcanzan a aparecer, los valores registrados para este indice estan en
el rango 0,5 — 4,6 milisegundos. En el grafico correspondiente a ADN, el tiempo del
Indice LZ para m = 10 es 0,26. Este aumento se debe al gran nimero de ocurrencias
de estos patrones, lo que influye en el tiempo de conteo en este indice.
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contar las ocurrencias de un patrén. Entonces, cada grafico muestra un punto como valor
del tiempo de busqueda por caracter y tamano del indice. Para el indice CSA se muestra
una linea, pues para este indice si se puede especificar un parametro que implica un
compromiso entre tiempo y espacio. El tiempo por caracter para cada largo de patron
es el tiempo de busqueda dividido por el largo del patréon. El tiempo por caracter que

se muestra en el grafico es el promedio de los tiempos para cada largo.
La figura 7.2 muestra esta informacién para los tres archivos considerados.

Se puede observar que para los tres archivos, el indice que registro los menores tiempos
de conteo de ocurrencias fue el Indice FM Huffman con k = 4. En el caso del archivo de
ADN, el tiempo de este dltimo fue igual al del Indice FM Huffman original. En el caso
del archivo de texto en inglés y proteinas, el segundo mejor tiempo lo registro el Indice
FM, siguiéndolo el FM Huffman original, con una diferencia entre ambos muy pequena
y que se nota sélo para los patrones de largo mayor que 70. Para el caso de ADN, el
indice que registré el siguiente menor tiempo fue el Indice RLFM, mientras que para los
dos otros archivos, resulté mejor el indice CSA. En los tres casos, el indice LZ no resulta
competitivo para el conteo de ocurrencias, pues los tiempos que registré resultaron ser

mas de diez veces mayores que los de los demas indices.

En la figura 7.2, para el texto en inglés, se puede observar que el Indice FM ocupa
un espacio de menos de 1,1 veces el texto, con un tiempo de bisqueda por caracter que
resulta muy competitivo con respecto al resto de los indices. El menor tiempo lo registra
el Indice FM Huffman 4-ario, sin embargo, el espacio ocupado por éste es casi un tercio
mas que el ocupado por el Indice FM. Ocupando mas espacio y con un tiempo muy
parecido al del Indice FM, estd el Indice FM Huffman con k = 2. Se puede observar
también que el Indice CSA y el RLFM, con espacios cercanos a 0,8 veces el tamano del
texto, registran tiempos mayores que los indices ya mencionados, sin embargo, el poco

espacio que ocupan los hace una alternativa a considerar.

Algo parecido a lo que ocurre con el texto en inglés ocurre con la secuencia de pro-
tefnas. Nuevamente el Indice FM, aunque registra un tiempo de busqueda por caracter
mayor al del indice FM Huffman con k£ = 4, ocupa menos espacio que éste, por lo que
puede considerarse como alternativa. Sin embargo, el espacio del Indice FM esté acotado
inferiormente por el espacio que ocupa el texto, pues este indice, en su implementacion,
trabaja con el texto completo. Esto constituye una desventaja con respecto a los demas
indices cuando se trata de textos sobre alfabetos pequenos. Por ejemplo, para el archivo
de ADN, se puede observar que los demas indices ocupan menos espacio que el espacio
del texto. En este caso, los indices RLFM y CSA pueden alcanzar un espacio muy re-

ducido, sin embargo, sus tiempos de busqueda por cardcter son mayores que los de los
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indices FM Huffman con k = 2 y k£ = 4, los que de todas maneras ocupan un espacio
reducido. Esto hace a estos dos ultimos excelentes alternativas para el caso de este ar-
chivo. Para los tres archivos, los tiempos de busqueda por caracter registrados por el

Indice LZ resultaron demasiado altos y ni siquiera aparecen en los graficos.

Se puede observar que los tiempos registrados con el Indice FM Huffman que ocupa
4 simbolos en la codificacién resultan menores que los tiempos registrados por el [ndice
FM Huffman original. En teoria, al utilizar 4 simbolos en la codificacion, el tiempo
deberia reducirse a la mitad, pues se reduce a la mitad el nimero de pasos a realizar
en la busqueda. Sin embargo, el tiempo se redujo, pero no en esa magnitud. Esto puede
deberse a que, como vimos en la seccién 6.6, la funcién Occ no resulta ser tan rapida
como la funciéon Rank del FM Huffman original, pues la funcién que utiliza este ultimo
para reemplazar a la tabla precalculada de Rank I, es mas eficiente que la que utiliza
el Indice FM Huffman k-ario. Esto se debe a que este dltimo, al utilizar bloques de 32
simbolos de dos bits cada uno, necesita accesar muchas veces a dos palabras de maquina
para contar los simbolos en un bloque. En el caso del Indice FM Huffman con k = 2, so6lo
se necesita accesar una palabra. Entonces, aunque el nimero de pasos en la busqueda
se reduzca a la mitad, en cada paso el tiempo que toma el Indice FM Huffman 4-ario es
mayor que el del indice binario. De hecho, podemos observar que para el texto de ADN,

los tiempos de ambos indices son casi iguales.

7.3. Reporte de posiciones

El segundo experimento realizado consistiéo en medir el tiempo que se demora cada

indice en reportar las posiciones de las ocurrencias encontradas.

Sobre los primeros dos archivos, vale decir, texto en inglés, y secuencias de ADN,
se extrajeron 1000 patrones aleatorios de largo 10. Para el archivo de proteinas, se
utilizaron 1000 patrones aleatorios de largo 5, para asi obtener un nimero significativo
de ocurrencias por patron. Se realizaron las busquedas de estos patrones y se midio el
tiempo de cada indice por ocurrencia reportada. Cabe mencionar que con este nimero
de patrones, se obtuvo un error de un 2,2% con un 95 % de confianza con el Indice FM

Huffman, aproximadamente igual para todos los archivos.

Para cada indice se especifica un parametro que indica el espacio extra ocupado para
el reporte de posiciones y muestra de texto. Este pardmetro implica un compromiso
entre tiempo y espacio. Para cada indice se tomaron las medidas con distintos valores
para este parametro. Una excepcion a esto es el Indice LZ, el cual no tiene un parametro

para ajustar el espacio que ocupa. Por otra parte, el Indice CSA posee un parametro
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Espacio del indice v/s tiempo por caracter de busqueda en un texto en ingles (80 Mb)
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El punto correspondiente al Indice LZ es: espacio=1,42, tiempo=0,045.

Espacio del indice v/s tiempo por caracter de busqueda en ADN (60 Mb)
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El punto correspondiente al Indice LZ es: espacio=1,18, tiempo=0,014.

Espacio del indice v/s tiempo por caracter de busqueda en proteinas (55 Mb)
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El punto correspondiente al Indice LZ es: espacio=2,44, tiempo=0,028.

Fig. 7.2: Tiempo de busqueda promedio por caricter en funcién del tamano del indice. De
arriba hacia abajo, se muestran los resultados de buscar sobre el archivo de texto en
inglés de 80 Mb, el archivo de secuencias de ADN de 60 Mb, y el archivo de secuencias
de proteinas de 55 Mb.
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para el conteo de ocurrencias. Para estos experimentos, se utilizo el mismo valor para
este pardmetro que para el que determina el espacio extra ocupado para reportar las

posiciones, pues eso resulta ser lo 6ptimo.

La figura 7.3 muestra para los tres archivos, los tiempos por ocurrencia reportada de

cada indice en funcion del tamano del indice.

Se puede observar que para reportar las ocurrencias en el texto en inglés el indice
que registro los menores tiempos fue el Indice FM. Para un mismo espacio ocupado,
este indice registra menores tiempos que los indices RLFM, CSA y LZ. Los indices FM
Huffman binario y 4-ario registran tiempos similares a los del Indice FM, pero utilizando
mas espacio que éste. Se puede observar que para registrar tiempos similares, el espacio
que ocupa el Indice FM Huffman con k& = 4 es menor que el que ocupa la version con
k = 2. Vemos que el Indice FM Huffman con k = 4 resulta mejor que los indices RLFM
y CSA para un mismo espacio una vez que los indices ocupan mas de 2 veces el tamano
del texto. Esto ocurre a partir de un espacio igual a 2,3 veces el tamano del texto para

el indice con k£ = 2. Para espacios muy pequenos, el indice que resulta mejor, luego del
FM, es el CSA.

Se tiene una situacién distinta para el archivo de ADN. En este caso, se puede
observar que las dos versiones del Indice FM Huffman ocupan espacios similares a los de
los demas indices y registran ambos mejores tiempos. Para un mismo espacio, el Indice
FM Huffman con k£ = 4 registra tiempos algo mejores que los de la versién binaria.
A estos indices le siguen el Indice FM, el RLFM y el CSA para espacios mayores a
1,2 veces el texto. Para espacios menores a este valor, resulta mejor el Indice RLFM,
aunque cuando se pasa a espacios menores al tamano del texto, el Indice CSA registra

los menores tiempos.

La reduccién de espacio de los Indices FM Huffman con respecto al texto en inglés
se debe a que la entropia de orden cero del texto en ADN es pequena, por lo que el
texto comprimido resulta compacto. Como las estructuras del indice ocupan un espacio
proporcional al tamano del texto comprimido, estas estructuras resultan también com-
pactas. Esto pasa pues los tamanos de estos indices dependen de la entropia de orden
cero del texto. Para los demas indices, el tamano depende de la entropia de orden k, la
cual en el caso de ADN, es muy parecida a la entropia de orden cero. Es por esto que
para este archivo no existe tanta diferencia de espacio entre estos indices y los indices
RLFM, LZ y FM como existia para el texto en inglés. El caso del Indice CSA es intere-
sante. Su tamano también depende de la entropia de orden cero del texto, sin embargo
no se aprecia una reduccion en el espacio ocupado con el archivo de ADN con respecto

al espacio con el texto en inglés. Esta reduccion si puede apreciarse en el grafico de la
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Tiempos de reporte en texto en ingles (80 Mb)
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Fig. 7.3: Tiempo de reporte de posiciones de las ocurrencias en funcién del tamano del indice.
De arriba hacia abajo, se muestran los resultados de buscar sobre el archivo de texto en
inglés de 80 Mb, el archivo de secuencias de ADN de 60 Mb y el archivo de secuencias
de proteinas de 55 Mb.
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figura 7.2, donde el espacio ocupado por el indice es considerablemente menor para el
texto de ADN que para los textos de inglés y proteinas. La razon por la cual el CSA
no reduce su tamano construido sobre el archivo de ADN con respecto al resto de los
archivos cuando se incluyen las estructuras para reportar es que los intervalos para la
muestra son pequenos, por lo que no permiten que se alcance una mejor compresion. Si
se utilizaran intervalos mas largos, si se alcanzaria una mejor compresion y por lo tanto
un espacio ocupado menor, pero a la vez, los tiempos resultarian demasiado altos como

para que el indice sea comparable con el Indice FM Huffman.

Con respecto al tiempo, en los indices FM Huffman, para reportar las posiciones se
utiliza el mapeo LF, el cual nos lleva simbolo por simbolo en la estructura B. Como la
entropia de orden cero del texto es pequena, los codigos de Huffman resultan de un largo
mas corto que con los demas archivos. Mientras menores sean los codigos de Huffman,
menos simbolos ocupa cada caracter, y por lo tanto, se ocupan menos pasos en encontrar
las posiciones que estan en la muestra elegida. Recordemos que cada ocurrencia se puede
reportar en tiempo O(%(Hék) +1)log n) para estos indices, lo que disminuye junto con

la entropia de orden cero del texto.

Para el archivo de proteinas, al igual que con el archivo en inglés, el indice que
registrd los mejores tiempos fue el Indice FM. Para espacios menores que 1,6 veces el
tamano del texto, le siguen los indices CSA y RLFM, en ese orden. Para espacios mayores
a ese valor, sigue al Indice FM el Indice FM Huffman con k = 4. El Indice FM Huffman

con k = 2 recién supera al CSA y RLFM para espacios mayores a 2 veces el texto.

7.4. Muestra de texto

Este experimento consistié en medir el tiempo que se demora cada indice en mostrar
un texto alrededor de cada ocurrencia encontrada. Para cada indice y para cada archivo
de texto, se midié el tiempo que demora cada indice en encontrar el primer caracter
a mostrar. Mas especificamente, se midié el tiempo que le toma a cada indice buscar
un patron, encontrar cada posicién de las ocurrencias y para cada una de ellas realizar
todo el trabajo necesario para poder mostrar en pantalla el primer caracter de texto
alrededor de la ocurrencia. Usualmente el primer caracter que se muestra es el mismo
de la posicién encontrada, pero esto depende de cada indice. Lo que se hizo fue tomar
el tiempo hasta que el indice mostraba el primer cardcter ya sea en la posicién de la

ocurrencia o en una cercana a él.

Recordemos que, al no utilizar el texto, los indices deben elegir una muestra de

posiciones del texto. Para mostrar un caracter del texto, se debe ubicar primero una
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posicion de la muestra que esté cerca de la posicion a mostrar y después recorrer la
estructura comprimida hasta llegar a la posicion deseada. Mientras mas posiciones del
texto estén en la muestra, menos tiempo tomara llegar a la posicién que se busca. Se
midi6 para cada indice este compromiso entre tiempo y espacio. Se utilizaron los mismos
mil patrones que para el experimento de reporte de posiciones para los tres archivos.
Con el Indice FM Huffman se obtuvo un error de la medida de un 1,6 % con un 95 % de

confianza, aproximadamente igual para todos los archivos.

En la figura 7.4 se presentan los tiempos de muestra del primer caracter en funcién

del espacio ocupado para cada indice y para los tres archivos.

Por otra parte, se midio el tiempo de muestra de texto por cardcter mostrado. Para
ello, se buscaron los 1000 patrones y se mostraron 100 caracteres alrededor de cada
ocurrencia de cada patrén en el texto. Para esto, se ajusté cada indice dejando que
mostrara 100 caracteres. En el caso de los indices FM Huffman, FM, y RLFM, los
caracteres mostrados comienzan 50 caracteres antes de la posicion de la ocurrencia. En
el caso del CSA, la muestra de texto comienza en la posicién de la ocurrencia. Por su
parte, el Indice LZ muestra 100 caracteres dejando al final las posiciones correspondientes
al patron buscado. En este caso, con el Indice FM Huffman se obtuvo un error de un

0,6 % con un 95 % de confianza.

Nos interesa sélo el tiempo de muestra por caracter, por lo que a este tiempo se le

resto el tiempo que demora cada indice en encontrar el primer caracter a mostrar.

La figura 7.5 muestra, para cada archivo, los tiempos de muestra por caracter junto
con los requerimientos minimos de espacio de cada indice, es decir, el espacio necesario
para el conteo de ocurrencias. Se consideran estos espacios para cada indice pues el
tiempo de muestra por caracter no depende del espacio extra ocupado por cada indice
para el reporte de posiciones y muestra de texto. Esto es cierto para todos los indices,
menos para el Indice CSA, para el cual este tiempo si depende del espacio. Para este

indice, se muestran los tiempos para distintos requerimientos de espacio.

Se puede observar en los graficos que para los tres archivos el Indice FM es el que
registra los mejores tiempos para ubicar el primer cardcter a mostrar. Para el texto en
inglés, le sigue el Indice RLFM, el Indice LZ y el CSA, todo esto para espacios menores a
2 veces el tamano del texto. Cuando el espacio es mayor, el Indice FM Huffman con k = 4
registra mejores tiempos que los indices recién mencionados, y para espacios mayores a

2,4 veces el texto, le sigue el Indice FM Huffman binario.

Al igual que para el reporte de posiciones, la situacién es distinta cuando se trata del
archivo de ADN. Esta vez las dos versiones de los indices FM Huffman ocupan compa-

rativamente un menor espacio que para el texto en inglés, registrando a su vez menores
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Tiempos de muestra del primer caracter en texto en ingles (80 Mb)
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Fig. 7.4: Tiempo de muestra del primer caracter alrededor de las ocurrencias en funcién del
tamano del indice. De arriba hacia abajo los graficos corresponden al texto en inglés
de 80 Mb, al texto de ADN de 60 Mb y al texto de proteinas de 55 Mb. En el grafico
de ADN, el punto correspondiente al Indice LZ queda oculto por un punto del FM
Huffman binario, su valor es: espacio=1,18, tiempo=0,03.
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tiempos que los demas indices, a excepcién del Indice FM, el cual sigue registrando me-
jores tiempos para igual espacio. El Indice FM Huffman con k = 4 resulta levemente
mejor que la version binaria, y le siguen a éste los indices LZ y RLFM. El Indice CSA

registra tiempos considerablemente mayores.

Para el texto con proteinas, el Indice FM sigue siendo el mas competitivo. Esta vez
el espacio ocupado por los indices FM Huffman aumenta con respecto al ocupado para
el archivo de ADN pero disminuye comparativamente con respecto al texto en inglés. Se
observa que la versién con k = 4 resulta competitiva ahora desde espacios mayores a 1,7
veces el texto. En cambio, la version con k = 2, se ubica después de los indices FM, FM
Huffman con k& = 4 y RLFM, superando al LZ y al CSA, aunque a partir de espacios

mayores a 2,4 veces el texto, también supera al RLFM.

Es interesante ver lo que ocurre con los tiempos de muestra por caracter, pues se
tienen distintos resultados dependiendo del tipo de archivo de que se trate. Para el texto
en inglés, se tiene que el menor tiempo de muestra por caracter lo registra el Indice LZ,
seguido de cerca por el Indice FM, aunque este ultimo ocupa un menor espacio, por lo
que también resulta una buena alternativa. Con un espacio un poco mayor que estos
dos indices, sigue luego el Indice FM Huffman con k = 4. La versién con k = 2 registra
un tiempo mayor al del Indice CSA, para un mismo espacio. El tiempo registrado por
el Indice RLFM resulté ser aproximadamente 10 veces mayor que el del Indice LZ, no

siendo comparable al resto de los indices en este aspecto.

Para el texto de ADN, nuevamente los Indices FM Huffman cobran importancia,
registrando la version con k = 4 el menor tiempo de muestra por caracter. Le sigue el
Indice LZ, aunque el siguiente, la versién binaria del FM Huffman registra un tiempo
muy cercano con un espacio que resulta ser aproximadamente un tercio del ocupado
por el [ndice LZ. El Indice FM registra un tiempo mayor que los anteriores y un espacio
mayor a las dos versiones del FM Huffman. Mas atras los indices CSA y RLFM registran

tiempos considerablemente mayores.

En el caso de la secuencia de proteinas se puede ver que el mejor indice resulté ser
el Indice FM, seguido por el Indice FM Huffman con k = 4 y por el LZ, aunque este
ultimo ocupando un espacio de méas del doble que los espacios ocupados por los indices
anteriormente mencionados. El Indice FM Huffman binario y el CSA registran, para un
mismo espacio, practicamente el mismo tiempo. Nuevamente el Indice RLFM registra

un tiempo mayor que el resto.

Como para mostrar un texto necesitamos encontrar la primera posicién a mostrar
y luego mostrar cada cardcter, nos interesa que ambos tiempos sean lo mas pequenos

posible. En este sentido, el Indice FM y el Indice FM Huffman con k = 4 son los que
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Espacio del indice v/s tiempo de muestra en un texto en ingles (80 Mb)

0.007 T T T T T T T T T T T T
FM  +
* Lz X
L RLFM * i
,g 0.006 CSA
° FM Huffman ]
%, 0.005 FM Huffmank=4 © i
[}
k)
E 0004 |} -
g
8
< 0.003 r 1
(8]
g
o 0.002 | - 4
o
£
9
= 0.001 F o I
* X
0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
espacio (x veces el texto)

Espacio del indice v/s tiempo de muestra en ADN (60 Mb)

0.0035 r r . : : . . 'FM i
=
* Lz X
— 0.003 RLFM X 4
3 CSA —&—
2 FM Huffman =
2 0.0025 FM Huffmank=4 ©
2
E 0002} i
Joi
8
£ 0.0015 - B\B\
o
g
o 0001} |
Q.
5 N
= 0.0005 L] 4
o X
0 L L 1 1 1 1 ! ! !

0 02 04 06 038 1 12 14 16 18 2
espacio (x veces el texto)

Espacio del indice v/s tiempo de muestra en proteinas (55 Mb)

0.006 —_—
M+
Lz x
* RLFM %
7 0.005 | CSA — o |
S FM Huffman ]
5 FM Huffmank=4 ©
(o2}
2 0004 F E
E
£ 0003} g
o
[
o
S 0002 1
o
Q.
g H\E\E
£ 0.001 | . o « E
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 02040608 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
espacio (x veces el texto)

Fig. 7.5: Tiempo de muestra alrededor de las ocurrencias por caricter mostrado y espacio
ocupado por cada indice, para el archivo de texto en inglés de 80 Mb, el de ADN de
60 Mb y el de proteinas de 55 Mb.
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resultan mas competitivos para la muestra de texto.

7.5. Resumen de resultados

Para resumir los resultados obtenidos, se mencionan los indices que registraron el

mejor desempeno en cuanto a tiempo y espacio para cada experimento.

En el experimento de conteo de ocurrencias, para los archivos en inglés, ADN y
proteinas, el indice que registré los mejores tiempos fue el Indice FM Huffman con
k = 4, registrando un tiempo igual que la version original de este indice para el texto de
ADN. Para el texto en inglés y el texto de proteinas lo siguen a la par los indices FM y

FM Huffman binario, resultando el primero levemente mejor.

Con respecto al compromiso entre tiempo y espacio, el Indice FM registré el mejor
balance entre tiempo y espacio para los archivos en inglés y el archivo de proteinas.
Para el archivo de ADN, las dos versiones del Indice FM Huffman registran los mejores

tiempos de busqueda por caracter, ocupando un espacio menor que el indice FM.

En el experimento de reporte de posiciones, para el archivo en inglés, el indice que
registrd los mejores tiempos fue el Indice FM, en comparacion con los tiempos de los
demés indices al ocupar el mismo espacio que este indice. Le siguen los indices RLFM
y CSA aunque ambas versiones de los Indices FM Huffman los superan si se consideran
espacios mayores. Para el archivo de ADN, el indice que registré los mejores tiempos
de reporte de posiciones considerando el requerimiento de espacio fue el Indice FM
Huffman con k = 4, seguido de cerca por la versiéon binaria de este indice. Para el
archivo de proteinas, nuevamente el mejor tiempo lo registra el Indice FM, seguido por
el CSA para espacios pequenos y por el FM Huffman con k = 4 a medida que aumenta

el espacio.

En el experimento de muestra del primer caréacter, el indice que registré los menores
tiempos para los tres archivos fue el Indice FM. Ademas, registrd estos tiempos con
un requerimiento de espacio similar a los requerimientos de los demas indices. Las dos
versiones del Indice FM Huffman resultaron mejor que los indices CSA y RLFM, aunque
ocupando mas espacio que ellos en el caso del texto en inglés, siendo la version con k = 4
la mejor entre las dos. Para ADN, estas dos versiones siguen al Indice FM, ocupando
el mismo espacio que los deméds indices, mientras que para el texto de proteinas, los
espacios ocupados por las versiones del FM Huffman aumentaron con respecto a los

demaés indices, manteniendo mejores tiempos que los indices CSA, RLFM y LZ.

Sobre el tiempo de muestra de cada caracter, los indices que registran los menores

tiempos y espacios son el Indice FM y el FM Huffman con k& = 4, ademas del LZ para
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el texto en inglés y el FM Huffman binario para ADN. Para el texto en inglés el menor
tiempo lo registra el Indice LZ, para el ADN] el Indice FM Huffman con k = 4, y para
proteinas, el Indice FM.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se describe una estructura de datos para realizar busquedas eficientes
en archivos de texto. Esta estructura, el Indice FM Huffman [1], se basa en el Indice FM
8], siendo su idea principal el comprimir el texto usando la codificacién de Huffman,
antes de aplicar la transformacion de Burrows Wheeler. El resultado es una estructura
similar a la del Indice FM, pero sin la fuerte dependencia en el tamano del alfabeto
que tiene este tltimo. Construido sobre un texto de n caracteres, el Indice FM Huffman
ocupa O(n(Hy + 1)) bits de espacio, y puede realizar una bisqueda de un patrén de

largo m en tiempo promedio O(m(Hy + 1)).

En teorfa, con el Indice FM Huffman se obtienen mejores complejidades de tiempo
para el reporte de ocurrencias y muestra de texto que el Indice FM y un mejor tiempo de
busqueda que el indice CSA [18]. El objetivo principal de este trabajo era implementar el
Indice FM Huffman y comparar su eficiencia con respecto a la de otros indices existentes.
Para ello, se realizaron una serie de experimentos para medir el desempeno de cada indice
con respecto al conteo de ocurrencias, al reporte de posiciones de las ocurrencias y a la
muestra de texto alrededor de ellas. En los experimentos se utilizaron archivos de texto
de distinta naturaleza. Se utilizé un archivo de texto en inglés, un archivo de secuencias
de ADN y otro de secuencias de proteinas. Estos archivos presentan distintos tamatos
del alfabeto y distintas distribuciones de los caracteres del alfabeto. Resulta interesante

ver como se comportan cada indice segin el tipo de archivo sobre el cual se construye.

Los resultados obtenidos fueron bastante positivos. Pudimos ver que para el conteo
de ocurrencias, el Indice FM Huffman es casi tan bueno como el indice FM, resultando

mejor que éste, y que todos los demas indices, en el caso del archivo de ADN.

Con respecto al espacio ocupado por el indice, pudimos ver que mientras mas pequena
es la entropia de orden cero del texto, el Indice FM Huffman ocupa menos espacio.
Empiricamente pudimos ver que la razoén entre la fracciéon del espacio del texto que
ocupaba el indice y la entropia del texto se mantenia relativamente constante. El texto

de inglés utilizado tiene una entropia de 4,86 bits por caracter, y el espacio ocupado por
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el indice fue de 1,68 veces el tamano del texto, es decir, 13,44 bits por caracter. Esto nos
da una razén de 2,76. La entropia del texto de proteinas es de 4,17, y el indice ocupa
1,45 veces el espacio ocupado por el texto — 11,6 bits por caracter —, resultando una
razén de 2,78. En el caso del texto de ADN, la entropia es de 1,98, el indice ocupa 0,76
veces el tamano del texto, o sea, 6,08 bits por caracter, para una razén de 3,07. A partir
de estos datos podemos decir que el Indice FM Huffman ocupa una fracciéon del texto

que es aproximadamente 2,8 veces su entropia de orden cero.

Entonces, como la entropia del texto de ADN es la mas baja, el indice resulta més
compacto para este archivo, siendo ademas la mejor alternativa de busqueda, pues re-

gistra comparativamente los mejores tiempos de conteo de ocurrencias.

El experimento de reporte de posiciones nos permite ver que el requerimiento de
espacio del Indice FM Huffman aumenta considerablemente con las estructuras auxiliares
necesarias para esta funcionalidad, mientras que los espacios ocupados por los demés
indices aumentaron en una proporcion menor. Aunque el mejor tiempo para los archivos
de proteinas e inglés los registro el Indice FM, el Indice FM Huffman registra buenos
tiempos, mejores que los demas indices aunque ocupando un mayor espacio. Para el
texto de ADN, el FM Huffman se convierte en la mejor alternativa, pues registra los

menores tiempos para un mismo espacio utilizado.

Con respecto a la muestra de texto, el indice FM registré menores tiempos que todo
el resto. Al igual que lo ocurrido con el reporte de posiciones, el [ndice FM Huffman
registrd tiempos competitivos pero con un requerimiento de espacio mayor al de los
demas indices, aunque para el archivo de ADN, al ocupar un espacio igual que el resto
de los indices, este indice se convierte directamente en la mejor alternativa después del

Indice FM.

Como parte del trabajo, se implement6 una nueva versiéon del Indice FM Huffman, el
Indice FM Huffman k-ario, el cual permite comprimir el texto con Huffman pero utilizan-
do k simbolos en la codificacién. Se midio la eficiencia para esta estructura considerando
cuatro simbolos en la codificacion. El resultado obtenido fue una mejora en todos los
aspectos con respecto a la version binaria del indice. La version de este indice con k = 4
redujo el tiempo de bisqueda de la version original para lo archivos de proteinas e inglés,
y se mantuvo igual para ADN, convirtiéndose en la mejor alternativa para el conteo de
ocurrencias. A su vez, con esta version se redujo el espacio utilizado con respecto a la
version original. Para el reporte de posiciones, si bien se redujo el espacio y tiempo con
respecto a la versiéon con k£ = 2, esta mejora no alcanz6 para superar al Indice FM para
los archivos de texto en inglés y proteinas. Para el texto de ADN, donde el FM Huffman

original ya habia resultado mejor que los demas indices, esta versién se convirtié en una
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alternativa aiin mejor. Para la muestra de texto, la versién del Indice FM Huffman con
k = 4 también redujo los tiempos y espacio con respecto a la versiéon binaria, convir-
tiéndose en la segunda mejor alternativa para la muestra de texto después del Indice

FM y registrando incluso el menor tiempo y espacio para la muestra por caréacter.

Durante el desarrollo de este trabajo se llevaron a cabo los experimentos con una
versién inicial del Indice FM Huffman, el cual utilizaba una funciéon Rank distinta a la
actual. Los resultados anteriores no habian resultado tan positivos como los actuales. La
funciéon Rank forma parte fundamental de los algoritmos de consulta de esta estructura,
por lo que un aumento en la eficiencia de esta funcién conlleva a una mejora global
de los tiempos de consulta. Si bien el espacio ocupado por las estructuras auxiliares de
esta funcién aumenté de un 31 % de espacio extra a un 37 %, la reduccién en tiempo
fue notable, convirtiendo al Indice FM Huffman con k = 4 en una excelente alternativa
como indice de texto completo, especialmente para archivos con bajas entropias, como

son las secuencias biolégicas de ADN.

Es interesante analizar las razones por las cuales estos experimentos arrojaron algunos
resultados que difieren de lo esperado segun los andlisis tedricos. A través de estos
analisis, pudimos ver que el Indice FM Huffman no obtenia mejores complejidades de
tiempo que el Indice FM para la busqueda de patrones. La complejidad del primero es
O(m(Hy+1)) mientras que para el segundo es O(m). Sin embargo, pudimos ver que para
el conteo de ocurrencias el Indice FM y el FM Huffman con k = 2 resultaron casi iguales
para las proteinas y el texto en inglés, mientras que este tultimo resulté mejor para ADN.
Incluso, la versién con k = 4 resulté mejor para los tres archivos. Esto es un ejemplo
de que la teoria y la practica pueden diferir. La razén por la que ocurrié esto en los
experimentos es que se utilizé una implementacion practica del Indice FM que difiere en
algunos aspectos con respecto a su explicacion tedrica. Por ejemplo, durante la bisqueda,
el Indice FM calcula Occ en tiempo constante, sin embargo, en la implementacion se
utiliza una estructura similar a las estructuras de Rank utilizadas por el Indice FM
Huffman, dividiendo el texto permutado en bloques y superbloques. Para calcular Occ
se deben hacer algunas operaciones que consisten en sumar contadores del superbloque
donde se encuentra la posicion que nos interesa y recorrer contadores de bloques dentro
de un superbloque hasta llegar al bloque relevante correspondiente a la posicion. Una vez
que se llega al bloque se recorre el texto permutado para sumar el total de ocurrencias
de un caracter. Probablemente este cdlculo contribuye a un aumento de la constante de
la complejidad de busqueda, haciendo que el Indice FM obtenga tiempos muy parecidos
a los del FM Huffman con k& = 2 y que incluso se vea superado por éste para el texto
de ADN. Por otra parte, en teoria el Indice FM Huffman alcanza mejores tiempos de

reporte de posiciones y muestra de texto que el Indice FM. Sin embargo, esto se vio
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reflejado solamente en el reporte de posiciones con el archivo de ADN. Una vez més,
esto se debe a que la implementacion utilizada del Indice FM difiere de la presentacion
teodrica de €él. En teoria, el texto permutado BWT se comprime, logrando que el espacio
del indice resulte mucho menor. Sin embargo, para obtener una entrada de este texto
para el mapeo LF, se debe hacer un calculo que toma un tiempo proporcional al tamano
del alfabeto. La implementacién utilizada de este indice no comprime BWT', por lo que
un acceso a BWT toma O(1). Esto reduce la complejidad de tiempo de reporte de

posiciones y muestra de texto, haciendo que este indice sea muy eficiente en la practica.

Una idea interesante seria modificar esta implementacién del Indice FM para que en
vez de representar en texto permutado directamente, lo comprima con Huffman. Esta
idea resulta parecida a la del FM Huffman, la diferencia principal es que el FM Huffman
comprime primero el texto y después aplica la BWT, en cambio este indice lo haria al
revés. Se tendrian algunas diferencias entre ambos indices en cuanto a tiempo y espa-
cio. Con esta idea, esta variacién del FM calcularia la funcion Occ de la misma manera
que antes, necesitandose las estructuras de datos correspondientes. En este sentido, la
busqueda seria un poco mas lenta que en el FM Huffman, pues la funcién Rank resulta
mas eficiente que Occ. Por otra parte, esta version no necesitaria una estructura equi-
valente a Bh, pero si estructuras parecidas a las estructuras de Rank del FM Huffman
para el texto permutado. Si bien el tiempo de busqueda resultaria un poco mayor con
respecto al FM Huffman, el espacio requerido seria de casi la mitad, por lo que resultaria

una alternaiva bastante competitiva.

Para un trabajo futuro, se propone estudiar la eficiencia del Indice FM Huffman con
valores mayores de k. Pudimos ver que en teoria, los tiempos de consultan deberian
disminuir a medida que k& aumenta debido a que al tenerse cédigos de Huffman més
cortos, toma menos tiempo recorrer el patron codificado en el conteo, y a su vez, el
nimero de pasos en el mapeo LF disminuye. Sin embargo, la eficiencia de la funcién
Occ también disminuye, sobre todo cuando se trata de valores de k tales que logk no
es potencia de dos. Por esto, resultaria interesante estudiar la implementacion de esta
funciéon de una manera tan eficiente como resulta para el caso de k = 2 y k = 4. Por
otra parte, vimos que no se puede aumentar k tanto como queramos, pues el espacio que
ocupa el indice aumenta considerablemente al ocupar valores altos de k. Esto acotaria
el estudio a utilizar los valores de k = 8 y k = 16, pues para valores mayores, el espacio
ocupado por el indice aumenta demasiado. Con k£ = 8 no se espera una mejoria ya que
8 no es potencia de 2, sin embargo con k£ = 16, el indice podria convertirse en una mejor

alternativa para ser usada en la practica.

El fin dltimo de este estudio futuro seria encontrar el valor 6ptimo de este parametro

que hace que el indice sea lo mas rapido posible y con un espacio que resulte practico. De
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todas maneras, la versién que utiliza cuatro simbolos de codificacion, la cual resulté ser
la mejor alternativa para el texto de ADN, probablemente es la éptima, dado que una
versiéon con mas simbolos para un alfabeto de cuatro simbolos no tiene sentido. Para
alfabetos de mayor tamano, utilizar mas simbolos en la codificacién podria conllevar a
una mejora en los tiempos, convirtiendo al Indice FM Huffman en una mejor solucién

para el problema de busqueda en texto.
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